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x, y ∈ F  r′ ∈ Ω
‖S(x(r′))−S(y(r′))‖∞ ≤ DSm‖x(r′)−y(r′)‖∞  ‖S(x)−S(y)‖n,∞ ≤ DSm‖x−y‖n,∞.

ﬂ	
¤
S
orimib]mqVq>jlZ ibq¥¦^



^
y
q
y
]

¶
^
y
qtjlZQª¬q
y
|\^
y
Y

gQsrq
y
^
 

\iboqG ¥+o¨jlZ orhjl^,u
y
s
y
^,]

or\|\^
y
¢Q¥
y
ojl^
S(x(r′))− S(y(r′)) =
(∫ 1
0
DS(y(r′) + ζ(x(r′)− y(r′))) dζ
)
(x(r′)− y(r′)),

\|U¢Qn=^,

w\ib^ﬀqGs^,]]

¼'¤r

\||\^
p\ojloqGV¤r
‖S(x(r′))− S(y(r′))‖∞ ≤
∫ 1
0
‖DS(y(r′) + ζ(x(r′)− y(r′)))‖∞ dζ ‖x(r′)− y(r′)‖∞ ≤
DSm‖x(r′)− y(r′)‖∞.
YﬃZpoi
\y
qJ¡h^
i&jlZ\^
y
ikj+or\^Jvhw

sroj©gG¤NYﬃZ\^ﬀib^

qG\|qGssrqJ¥+i&or]m]^,|\o

jl^,s¨gh¤
ÙóôUÙÝ
 
	
 ﬁﬀﬂﬃ 
"!$#%&ﬃ	'(#)	*+
B
   

   '  
¼ ·wp\ﬂjlorqG
V(t)
orimjlZ\qGw\uGZhjqG  i  ] >\ or\u
V : J → F  \| ^,v7w  jlorqtpi¸¬G¹  \| ¸ûG¹ By ^
q y ]  srsg y ^,  ikj  i  or\ojlo  sH¡  sw\^ \y qtnpsr^
]§
{
V′(t) = f(t,V(t))
V(0) = V0
¸CG¹
¥+Zp^ y ^
V0
ori  ¯^
sr^
]m^,hj´qG F  \|jlZ\^w\\
jloqG f  y qG] J × F ori^,v7w  sjlq fv |\^
p\^,|n7gjlZ\^
y oruGZhjlZ  \|ibor|\^ﬀqG¦¸¬G¹§
fv(t,x)(r) = −Lx(r) +
∫
Ω
W(r, r′, t)S(x(r′)) dr′ + Iext(r, t) ∀x ∈ F , ¸Bh¹
q y jlq
fa
|\^
p\^,|.nVgjlZp^ y orutZ7jlZ  \|ibo|\^ﬀqGﬃ¸ûG¹§
fa(t,x)(r) = −Lx(r) + S
(∫
Ω
W(r, r′, t)x(r′) dr′ + Iext(r, t)
)
∀x ∈ F . ¸k
7¹
/
^Z

¡h^´jlZ\^
	

Ä
Ä

 

 Äﬃ

  
	 1# 	ﬃ	 	ﬁ *(   J-* 4 "ﬃ1#+#+$# +)ﬃ + , #5

& 1#@53#5)%$ﬂ
 	5%&
W
 +  
C(J; Cn×n(Ω× Ω)) 

& 1#@# .D#00ﬃ	F0%10#
Iext

+  
C(J; Cn(Ω))

1# 1#J24 "'"
  +
fv

fa
# 	52
J × F  F  5 %%1+   "+)
 ﬀ5 %%&+
*( #0+ "#5)(41#0
 +)#5   ﬃ%&2 #0  %1 	)02	 *(
J#0+ "#5)( 1#,(0+5
Cn×n(Ω×Ω) 
Cn(Ω)
#@# , #54
  "'"#0 . &

ﬂ	
¤

^ﬂj
t ∈ J  \| x ∈ F ¤ / ^´orhj y qV|\w\,^jlZ\^ﬀ] Bp opu
gv : (t,x)→ gv(t,x) ibw\ZjlZ  j gv(t,x)(r) =
∫
Ω
W(r, r′, t)S(x(r′)) dr′
gv(t,x)
ori¥¦^,ss¦|p^ﬂp\^,| q
ym
srs
r ∈ Ω n=^
  wpib^t¢:jlZ  Q£Qi'jlqjlZ\^ y ikjmZhg  qtjlZ\^,iboi
¢NojmoijlZ\^.orQª
jl^,u
y
sqGﬃjlZ\^,qt7jlo7wpqtwpi·wp\ﬂjlorqG
W(r, ., t)S(x(.))
qG


qG]

ﬂj|\qG]

oH¤

q
ym
ss
r′ ∈ Ω ¢
W(., r′, t)S(x(r′))
ori&,qGhjloVw\qGw\i'¸
y
ikj+Zhg

qtjlZ\^,iboi

u

or@¹

\|.¥¦^ﬀZ

¡h^¸4s^,]m]

¼'¤èB¹
‖W(r, r′, t)S(x(r′))‖∞ ≤ ‖W(., ., t)‖n×n,∞‖S(x(r′))‖∞.
eVo\,^ ‖S(x(.))‖∞ orin=qGw\\|p^
|H¢Gojoriorhjl^
u y npsr^¦or Ω  \|'¥¦^ﬃ
qG\
srw\|\^¦jlZ  j gv(t,x) oi
qGhjlor7w\qGw\i
qG
Ω
¤NYﬃZp^
oj+oi+^

ikg.jlqib^
^´jlZ

j
fv(t,x)
ori&¥¦^
srsH|\^
p\^,|

\|n=^,sqG\uGi&jlq F ¤
ôô ÚﬃMpåﬂñJélñ
,
'>% #+ 0
2 #  	ﬁﬃ #

^
j&w\i \y qJ¡h^´jlZ  j
fv
oi+
qGhjlor7w\qGw\i
¤
fv(t,x)− fv(s,y) = −L(x− y) +
∫
Ω
(W(·, r′, t)S(x(r′))−W(·, r′, s)S(y(r′))) dr′
+ Iext(·, t)− Iext(·, s)
= −L(x− y) +
∫
Ω
(W(·, r′, t)−W(·, r′, s))S(x(r′)) dr′
+
∫
Ω
W(·, r′, s)(S(x(r′))− S(y(r′)) dr′ + Iext(·, t)− Iext(·, s)
`ûj+·qGsrsqJ¥+i+ y qG] s^,]] 
,
¤èjlZ  j
‖fv(t,x)− fv(s,y)‖n,∞ ≤ ‖L‖∞ ‖x− y‖n,∞ + |Ω|Sm‖W(·, ·, t)−W(·, ·, s)‖n×n,∞+
|Ω| ‖W(·, ·, s)‖n×n,∞DSm ‖x− y‖n,∞ + ‖Iext(·, t)− Iext(·, s)‖n,∞.
_ﬃ^,

w\ib^EqG7jlZ\^EZhg

qtjlZ\^
ib^,iH¥¦^:

´Z\qVqtib^ |t−s| ib]  srsG^
pqtwputZﬀibqﬃjlZ  j ‖W(·, ·, t)−W(·, ·, s)‖n×n,∞

\| ‖Iext(·, t)− Iext(·, s)‖n,∞ >y ^ >y npoj y>y osg.ib]  ss2¤&e7or]ors By sgG¢@ibop
^ W oi+,qGhjloVw\qGw\iqtjlZ\^
,qG]
@

jorhjl^
y
¡

s
J
¢Uoj´oi{nHqtwp\|\^
|¯jlZ\^
y
^

\| ‖W(·, ·, s)‖n×n,∞ ≤ w > 0 q y´ srs s ∈ J ¤YﬃZ\ori
py
q,¡h^,iﬃjlZ\^ﬀ
qGhjlor7w\oj©g.qG
fv
¤
`ûj&qGssrqJ¥+i&
y
qG] jlZ\^
\y
^ﬂ¡Qorqtwpi&or\^,v7w

sro¨j©gjlZ

j
‖fv(t,x)− fv(t,y)‖n,∞ ≤ ‖L‖∞ ‖x− y‖n,∞ + |Ω| ‖W(·, ·, t)‖n×n,∞DSm ‖x− y‖n,∞,

\|¯n=^


w\ib^ ‖W(·, ·, t)‖n×n,∞ ≤ w > 0 q yﬀ ss t ior J ¢=jlZ\ori \y qJ¡h^
i{jlZ\^  o  ibZ\o¨jl¶
qGhjlor7w\oj©g
qG
fv
¥+o¨jlZ
y
^
i

^,ﬂj&jlqmo¨jli&ib^,
qG\|
>y
uGw\]m^
hj,¢pwp\oq
y
]ms¨g.¥+o¨jlZ
y
^,i

^

jﬃjlqjlZ\^´
y
ikj,¤
¼ ¡h^
y
g.ibo]mors
>y+py
q7qG
>\
sro^,iﬃjlq
fa
¤
/
^ﬀ
qGhjlor7w\^ﬀ¥+ojlZjlZ\^
\y
qVqGjlZ

j+jlZ\^
y
^ﬀ^
 Qoikjli

w\\oèv7w\^ibqtsrwQjlorqGjlqmjlZ\^

npikj
y

jopo¨jlo

sH¡

sw\^
py
q>ns^,]$¸CG¹orjlZ\^j©¥¦qm

ib^,i&qGohjl^
y
^
ikj,¤
	

Ä
Ä

 

 Äﬃ


  % )#5)$ 1#" "ﬃ1#+)#0+"	 " "+5  &

	  #)	*#24#
V0
#0+ " &
A0
	 F 1##@
+J%1 %#+)ﬃ	?%1 V #+ " & A   #-,(#5  J+5%0
#0 $ﬃﬃ	 	 J 5 
  

5
%%1+5	 ;#0# )	*#  	 1#+55L

ﬃ	 $ﬃﬃ	?%# "	ﬁ#02   	
f = fv
#0+ " &
f = fa
 &

ﬂ	
¤¼{ss=
qG\|\ojloqG\iﬃqGUjlZ\^
x
o
>y
|Qª

or\|\^,s	GUjlZ\^
q
y
^,] qt.|\o­=^
y
^,hjlo

s=^,v7w

jlorqG\i¦or._



Z
i
@
,^
i
6
7¢X8
>y
^´i

jloik^
|H¢pZp^
\,^jlZ\^
\y
q

qGibo¨jlorqGH¤
YﬃZpoi´ibqGsw\jloqGH¢X|p^ﬂp\^,|qG¯jlZ\^mibwQnporhjl^
y
¡

s
J
qG
R


or


jn=^^
 7jl^,\|\^,|jlq.jlZ\^¥+Z\qGsr^
y
^

s
sror\^

\|¥¦^´Z

¡h^´jlZ\^
	

Ä
Ä

 

 Äﬃ


 
	 1# 	ﬃ	 	ﬁ *(   J-* 4 "ﬃ1#+#+$# +)ﬃ + , #5

& 1#@53#5)%$ﬂ
 	5%&
W
 +  
C(R; Cn×n(Ω× Ω)) 

& 1#@# .D#00ﬃ	F0%10#
Iext

+  
C(R; Cn(Ω))

ÙóôUÙÝ
 
	
 ﬁﬀﬂﬃ 
"!$#%&ﬃ	'(#)	*+
G
1# 	) 3 	%1
V0
#0+ " &
A0
J  F 1#05# 
+J%& %#@+)ﬃ	?%3  V #+ " & A   # , #5

R
 5 %%&+0	?  ;#0# )	*#  	41# 0+0);

ﬃ	 $ﬃ	%# ")	*#2   	)
f = fv
#+ " &
f = fa
 &

ﬂ	
¤`©jlZ\^,q y ^,] _¤èqt Bp ^
\|po¨ _{¢H¥¦^ \y qJ¡h^'jlZ\^^
 Qoikjl^,\
^qt  
qG\ikj  hj
τ > 0
ibw\Z
jlZ  j·q y hgMor\ojlo  s,qtp|\o¨jlorqG
(t0,V0) ∈ R × F ¢jlZp^ y ^oi  w\porv7w\^ibqGsrwQjlorqt |\^
p\^
| qG)jlZ\^
,sqGib^,|o7jl^ y ¡  s
[t0− τ, t0 + τ ] ¤ / ^  mjlZ\^,
qJ¡h^ y jlZp^ y ^  ssrop^+¥+ojlZ®ibw\Zohjl^ y ¡  sri  p|®p  srs¨g
qtn\j  or.jlZ\^ﬀutsrqtn  sU^ﬂ Qorikjl^
\,^  p|wp\orv7w\^,\^
ibi+qGXjlZp^´ibqGsw\jloqGqGXjlZ\^ﬀopo¨jlo  sH¡  srw\^ \y qtnpsr^
]¤
       

  # '  
¼ Zpqt]mqGuG^
\^,qGw\iibqtsrwQjlorqG.jlq¸¬h¹q y ¸ût¹ori  ibqtsrwQjlorqG
U
jlZ  j+|pq7^,i&pq>j|\^  ^
\|w  qtjlZ\^´i @ ,^
¡ >y o  npsr^
r
¢Eq y uGo¡h^
 Z\qG]mqGuG^
\^,qtwpior  wQj
Iext(t)
 p|  
qG\ikj  hjor\o¨jlo  s
qG\|\ojlorqt
U0
¤¯`©
ibwpZ  ibqtsrwQjlorqG
U(t)
^
 Qoikjli
¢\jlZ\^
o¨j+i  jlorikp^
i&jlZp^´qtsrsrq,¥+or\u®^,v7w  jloqG
U′(t) = −LU(t) +
∫
Ω
W(r, r′, t)S(U(t)) dr′ + Iext(t),
or.jlZ\^ﬀ

ib^´qGﬃ¸¬h¹

p|
U′(t) = −LU(t) + S
(∫
Ω
W(r, r′, t)U(t) dr′ + Iext(t)
)
,
or.jlZ\^ﬀ

ib^´qGﬃ¸ûG¹¤NYﬃZ\^´orhjl^
u
y
s
∫
Ω
W(r, r′, t)S(U(t)) dr′
ori&^Jv7w

s=jlq(∫
Ω
W(r, r′, t) dr′
)
S(U(t))
¤EYﬃZp^ﬀohjl^,u
y
s
∫
Ω
W(r, r′, t)U(t) dr′
oi&^Jv7w

sHjlq(∫
Ω
W(r, r′, t) dr′
)
U(t)
¤®YﬃZ\^ﬂg¯]'w\ikjn=^mor\|\^

^
\|\^,hjqGNjlZ\^

qGibo¨jlorqG
r
¤
½
^
\,^

\^
,^
ibi
>y
g
,qG\|\ojloqGq
y
jlZ\^´^
 Vorikjl^
p
^´qG

Z\qG]qGuG^
p^
qGw\i+ibqtsrwQjlorqGori&jlZ

j∫
Ω
W(r, r′, t) dr′ = W(t),
¸ktB¹
¥+Zp^
y
^jlZp^
n× n ]  j y o¨  W(t) |\qV^
i&\qtj+|\^  ^
p|qG.jlZp^´i  jlo  sX
qVq y |\o  jl^ r ¤
`©ﬀjlZ\^Ni

^,
o

s7

ib^N¥+Z\^
y
^
W(r, r′, t)
oij
y
\ibs

jlorqGo7¡
>y
o

hj,¢
W(r, r′, t) ≡W(r−r′, t) ¢BjlZ\^
,qG\|\ojloqGoriE\qtji

jlorikp^
|mouG^
\^
y
sVn=^


w\ib^ﬃqtpjlZ\^n=q
y
|\^
y
qG
Ω
¤`©

srsQ

ib^,i
¢tjlZ\^ﬃZ\qG]mqtuG^,\^
qGw\i
ibqGsrwQjlorqtpi&i

jloribègjlZ\^ﬀ|\o¨­H^
y
^
7jlo

sU^Jvhw

jlorqG
U′(t) = −LU(t) + W(t)S(U(t)) + Iext(t), ¸k,h¹
q
y
¸¬G¹

\|
U′(t) = −LU(t) + S (W(t)U(t)) + Iext(t)) , ¸k , ¹
q
y
¸ûG¹¢\¥+o¨jlZopo¨jlo

sU
qG\|\ojlorqt
U(0) = U0
¢

¡h^

jlq
y
qG
Rn
¤NYﬃZp^´qtsrsrq,¥+or\u
\y
q

qGibo¨jlorqGuGo¨¡h^
i

ibw\ºm,o^,hj
qG\|\ojloqGq
y
jlZ\^´^
 Qoikjl^,\
^ﬀqt

Z\qG]mqtuG^,\^
qGw\i+ibqGsrwQjlorqtU¤

À7Ä

À
 

	 1# # .ﬃ#00ﬃ	 %&0#
Iext(t)
 1# 5#) $ J24ﬃ0 .
W(t)
#5

%%&+  +)24#"	*+)#5 
#0 $ﬃﬃ	
J
5
3
  

 1#0 	) ﬃ	 	 $ﬃ#5
U0
	
Rn
 1#0#"# .
+0+ 
%1 %# +ﬃ	%1
U(t)
	 
 
4 

 4# , #5J +5% # $ﬃ	
J0
	
J
5 
  

+5% 1ﬃ
U(0) = U0
&
ôô ÚﬃMpåﬂñJélñ
J
'>% #+ 0
2 #  	ﬁﬃ #

ﬂ	
¤YﬃZ\^ \y qVqGEori   Bp sor  jlorqGqG°  wpZhg  ijlZ\^,q y ^
]»qG|\o­=^ y ^
hjlo  s^Jvhw  jlorqG\i
¤´°qGQª
ibor|\^ y jlZ\^´] >\ or\u
fhv : Rn × J→ Rn |\^
p\^
|n7g
fhv(x, t) = −Lx + W(t)S(x) + Iext(t)
/ ^Z  ¡h^
‖fhv(x, t)− fhv(y, t)‖∞ ≤ ‖L‖∞‖x− y‖∞ + ‖W(t)‖∞‖S(x)− S(y)‖∞
`ûj:qGssrqJ¥+iE y qG] sr^
]m] 
,
¤èjlZ  j ‖S(x)−S(y)‖∞ ≤ DSm‖x−y‖∞  p|H¢hibor\
^ W oriE,qt7jlo7wpqtwpi
qG.jlZp^´
qG]  ﬂj+orhjl^ y ¡  s
J
¢o¨j+oriﬃnHqtwp\|\^
|jlZ\^ y ^´n7g
w > 0
 p|
‖fhv(x, t)− fhv(y, t)‖∞ ≤ (‖L‖∞ + wDSm)‖x− y‖∞
q y srs
x
¢
y
qG
Rn
 \|  srs
t ∈ J ¤¼ ibo]mors >yﬀ\y qVqG Bp sor^
i´jlqM¸b , ¹  \|¯jlZ\^,qG\
srw\iborqtMqG:jlZ\^
py q  qtibojlorqt·qGsrsqJ¥+i
¤
¼{iﬀo \y q  qGibojloqG
,
¤ Q¢XjlZ\ori´^
 Qoikjl^,\
^  \|Mw\\oèvhwp^
\^,ibi y ^,ibw\s¨j^ﬂ Vjl^
p|\ijlq.jlZp^¥+Zpqtsr^jlo]m^ y ^  s
sror\^´or
I

\|
W
>y
^´
qGhjlor7w\qGw\iqt R ¤
YﬃZ\oriZ\qG]mqtuG^,\^
qGw\iibqGsrwQjlorqt

nH^ib^
^


i|\^
ib
y
o¨no\u

ikj

jl^'¥+Z\^
y
^'jlZ\^,qGsw\]m\i´qGEjlZ\^
,qGhjloVw\w\]
>y
^ikgQ\Z
y
qG\o¶,^
|H§MjlZ\^
g
y
^

^,o¨¡h^jlZ\^i

]m^¯or

wQj
Iext(t)

p|
\y
qV|\wp
^jlZ\^i

]m^
qGwQj

wQj
U(t)
¤
       
  
      
ﬂ

Ω = Rq
¼ iborutpo¨p

hj

]mqGw\hj{qt¥¦q
y
£Z

i+n=^
^,|\qG\^qG^,v7w

jlorqG\i&qGjlZ\^´j©g

^¸¬h¹¦q
y
¸ût¹orjlZp^ﬀ

ib^
qG

qG\^ﬂª¬|po]m^
piboqG

sNo\p\ojl^m
qGhjlor7w\wp].¢
Ω = R
¢Xq
y'
j©¥¦qtª¬|\or]^,\iborqt

sNorQp\ojl^m,qGhjloVw\w\]¢
Ω = R2
¤NYﬃZp^
y
^

|\^
y
ori
y
^
^
yby
^,|jlqjlZ\^
y
^
¡Qo^
¥
@B
^
y
i¦nVgJK
y
]^,hj
y
qGwQj
6
C98

\|nVg°qVqt]n=^,i
6
G98

iﬃ¥¦^,ss

i&jlq
6
GV¢UGt¢@DG982¤
_ﬃ^
ibor|\^´jlZ\^

ﬂj&jlZ

j

orQp\ojl^
q
y
jl^ﬂ oi+wp
y
^

sroikjlort¢jlZ\^ﬀ

ib^
Ω = Rq
y
orib^
iibqG]m^ﬀ]

jlZQª
^,]

jlor

svhwp^
ikjlorqtpi
¤+`©\|\^
^,|H¢jlZ\^Z\qGo,^'qtjlZ\^w\\
jloqG

si


^ F oi \y qtnps^,]  jlort¤+¼   jlw y s
or|\^

¥¦qGw\s|n=^ﬀjlqZ\qVqtib^ F = L2 ¢jlZ\^'i  
^'qGEilv7w >y ^ﬂª¬orhjl^,u y npsr^'·wp\ﬂjlorqG\i
¤+`©¥¦^']  £h^ﬀjlZpoi
Z\qGo,^¥¦^or]m]^,|\o

jl^,s¨g*^
\,qGw\hjl^
y
jlZ\^
\y
qtnps^,] jlZ

j®jlZ\^Zpqt]mqGuG^
\^,qGw\iibqGsw\jloqG\i¯¸4,qG\ikj

hj
¥+ojlZ
y
^
i

^,ﬂj&jlqmjlZ\^ﬀi


^ﬀ¡
>y
o

ns^>¹|\q®\qtj&nH^
srqtpumjlqjlZ

j+i


^G¤¼ ·w
y
jlZ\^
y
|\oºm,w\sj©g.ori&jlZ

j
S(x)
|\qV^
i´\qtj´ouG^,\^
y
sn=^
srqG\ujlq F or x |pq7^,i
¤¼{i´ibZ\qJ¥+orjlZ\ori >y jlo,s^G¢=jlZ\^,ib^|\oº®
w\sjlor^
i
¡

\oibZo
Ω
ori+
qG]

ﬂj,¤

 ﬀ
	, .# #&#&	 -U'	ﬂ%
ﬀ
/
^.orh¡h^
ikjloru

jl^jlZ\^.ikj

nporsro¨j©g qG

ibqGsw\jloqG jlq*¸¬G¹

p|²¸ût¹'·q
y
uGo¡h^
 or

wQj
Iext
¤
/
^uGo¡G^
ibw\ºm,o^,hj,qG\|\ojloqG\i·q
y
jlZp^ibqGswQjlorqG)jlqn=^or\|\^

^
\|\^,hjqGﬃjlZ\^or\o¨jlo

s
qG\|\ojlorqtpi
¤
/
^®
y
ikj
,qG\ibo|p^
y
jlZ\^ﬀut^,\^
y
sU

ib^n=^,·q
y
^´sqVqt£Qopu

j


>\\y
qJ Qo]

jloqGqGXjlZp^´
qGh¡hqGsrwQjloqG

ib^G¤
ÙóôUÙÝ
 
	
 ﬁﬀﬂﬃ 
"!$#%&ﬃ	'(#)	*+

,
   	
 

   ﬂ

/ ^|p^ﬂp\^  7wp]ﬀnH^ y qG]  j y or
^,i  p|sror\^ >y q  ^ y jlq y iﬃjlZ  j >y ^ﬀw\ib^
w\sUojlZ\^ﬀib^,v7w\^,s
ﬀ.Àﬂﬁﬃ!   Äﬃ
\¤è
 #
Wcm = WDSm Wmc = DSmW

WLcm = L
−1/2WcmL−1/2 WLmc = L
−1/2WmcL−1/2
L+# ﬃ	?+)41# 	?
#@ "#0ﬃ0+(ﬃ#5
gm
 
hm
#-,(#5  F 
gm(x)(r, t) =
∫
Ω
Wcm(r, r
′, t)x(r′) dr′ ∀x ∈ F ,

hm(x)(r, t) =
∫
Ω
Wmc(r, r
′, t)x(r′) dr′ ∀x ∈ F ,
+ * #	 	F+
gLm

hLm
1ﬃ #@5+00%)# 	52
WLcm

WLmc
(5#0+ "#5)%$ﬃ#	'&
/
^ikj
>y
j&¥+ojlZ

sr^
]m]

¤
NÀ
ﬂ

  
( 
 1#; "ﬃ1#+)#0+ 	" "+5   &

F1#$ "#ﬃ0+
gm

gLm

hm
(
hLm
#
52#")  "#0ﬃ0+ 	52 F  F 	@# 
2 # t ∈ J &

ﬂ	
¤YﬃZ\ori¦oi

|\o
y
^,ﬂj
>\
sror

jloqGqGHjlZ\^+jlZp^
q
y
gmqG
py
^
|\Zpqtsr]  iﬃohjl^,u
y
s=^,v7w

jloqG\i
6
ﬂ82¤
/
^
py
q,¡h^ﬀo¨j+q
y
gLm
¤
_ﬃ^


w\ib^qGjlZ\^Zhg

qtjlZ\^
ibori¯o
\y
q

qGibo¨jlorqG
,
¤ÊV¢

j^

Z*jlor]m^or\ikj

hj
t
or
J
¢
Wcm
oi
,qGhjloVw\qGw\i.qG jlZ\^¯
qG]

ﬂjib^ﬂj
Ω × Ω ¢+jlZ\^ y ^,·q y ^oj.ori.w\\orq y ]msg 
qGhjlor7w\qGw\i
¤ ½ ^
\,^t¢+q y
^

Z
ε > 0
jlZ\^
y
^^ﬂ Qorikjli
η(t) > 0
ibw\Z¯jlZ

j ‖r1 − r2‖ ≤ η(t) or]  sor^
i´jlZ  j ‖Wcm(r1, r′, t) −
Wcm(r2, r
′, t)‖∞ ≤ ε q y srs r′ ∈ Ω ¢  p|H¢pq y srs x ∈ F
‖gm(x)(r1, t)− gm(x)(r2, t)‖∞ ≤ ε|Ω|‖x‖n,∞
YﬃZpoi+ibZ\qJ¥+iﬃjlZ

j&jlZp^´or]

uG^
gm(B)
qG

7gnHqtwp\|\^
|ibwQnib^ﬂj
B
qt F ori+^,v7w\or
qGhjlor7w\qGw\i
¤
e7or]ors
By
sgG¢>o7¥¦^:ib^ﬂj
w(t) = ‖Wcm(., ., t)‖n×n,∞ ¢J¥¦^EZ  ¡h^ ‖gm(x)(r, t)‖∞ ≤ w(t)|Ω|‖x‖n,∞ ¤
YﬃZpoi{ibZ\qJ¥+i{jlZ

j{q
y
^ﬂ¡h^
y
g
r ∈ Ω ¢=jlZ\^'ib^ﬂj {y(r),y ∈ gm(B)} ¢=oinHqtwp\|\^
|¯o Rn ¢=Zp^
\,^ y ^,s  ª
jlo¡h^
sg
qG]

ﬂj,¤
py
qt]»jlZ\^¼
y
¶
^,s ﬀ>ª¬¼{ib
qGsroXjlZ\^
q
y
^,].¢=¥¦^'
qG\,swp|\^jlZ

j{jlZ\^'ibwQnpib^ﬂj
gm(B)
qt F
ori
y
^
s

jlo¨¡h^,s¨g.
qG]

ﬂj+q
y
ss
t ∈ J ¤N¼{\|ibqmjlZ\^´q  ^ y jlq y oi+
qG]  ﬂj,¤
YﬃZ\^´i

]m^
\y
qVqG
>\
sor^
i&jlq
gLm
¢
hm
¢

p|
hLm
¤
Yqikjlw\|QgjlZ\^ikj

nporsro¨j©gqGXibqGsrwQjlorqtpiﬃqG¸¬G¹

p|M¸ût¹No¨j&ori¦,qGh¡h^
\or^
hjﬃjlqw\ib^

.or\\^
yﬃ\y
qV|\wpﬂjﬃqG
F ¤´`ûj{jlw y \iqGwQj{jlZ  j{jlZ\^  jlw y sop\^ y ª \y qV|\wpﬂj¥+osrs @ ¡h^'jlZ\^u y qtwp\|¯q y jlZ\^'uG^
p^ y sor¶  jlorqG
or.ib^

jloqGV¤
/
^{jlZ\^
y
^,·q
y
^
qG\ibor|\^
y
jlZ\^
\y
^
ª
½
osn=^
y
jﬃi


^ G |\^
p\^,|.qt F nVg®jlZ\^´w\ibw  sHo\p^ y
py
q7|pw\ﬂj
〈x, y〉 =
∫
Ω
x(r)Ty(r) dr
/
^\qtjl^ ‖x‖n,2 jlZ\^'
q yby ^
i  qtp|\opupq y ]»jlq|poikjlor\uGw\oribZoj{ y qG] ‖x‖n,∞ ¢=ib^
^ >\ ^
p|\o¨ ¼'¤`ûj
ori{^

ikgjlqibZ\qJ¥ jlZ

j

srs
\y
^
¡VorqGw\ibsg|p^ﬂp\^,|q

^
y
jlq
y
i
>y
^

sribq
qG]

ﬂjq

^
y
jlq
y
i
y
qt] G jlq
G ¤ / ^ﬀZ  ¡h^´jlZ\^
ôô ÚﬃMpåﬂñJélñ


'>% #+ 0
2 #  	ﬁﬃ #
NÀ ﬂ

 

gm

gLm

hm
7
hLm
5#@2#")7 "#ﬃ0+ 	52 G  G 	@#
24# t ∈ J &

ﬂ	
¤ / ^´uGo¨¡h^´jlZ\^ \y qVqG·q y
gm
¤
YﬃZ\^'or|\^,hjlo¨j©g] Bp opu
x → x  y qG] F jlq G oi
qGhjlor7w\qGw\i´ibo\,^ ‖x‖n,2 ≤
√
n|Ω| ‖x‖n,∞ ¤
°qG\ibor|\^ y pq,¥
gm
 i  ] >\ or\u y qt] G jlq F ¤+¼{iorjlZ\^ \y qVqGqGs^,]m]  Q¤ V¢@·q y ^  Z ε > 0
jlZp^ y ^:^
 Vorikjli
η(t) > 0
ibw\ZjlZ  j ‖r1−r2‖ ≤ η(t) or]  sor^
i ‖Wcm(r1, r′, t)−Wcm(r2, r′, t)‖∞ ≤ ε
q y srs
r′ ∈ Ω ¤¯YﬃZ\^ y ^,·q y ^®jlZp^ i jlZ 
qVq y |\o  jl^ gim(x)(r1, t) − gim(x)(r2, t)
i  jlorikp^
i¸û°  w\ZhgVª
eVZh¥ >y ¶o\^Jv7w  sojlo^,i¹§
|gim(x)(r1, t)− gim(x)(r2, t)| ≤
∑
j
∫
Ω
|Wcm, ij(r1, r′, t)−Wcm, ij(r2, r′, t)| |xj(r′)| dr′ ≤
ε
∑
j
∫
Ω
|xj(r′)| dr′ ≤ ε
√
|Ω|
∑
j
(∫
Ω
|xj(r′)|2 dr′
)1/2
≤ ε
√
n |Ω|‖x‖n,2,
 \| jlZp^.or]  uG^
gm(B)
qG  hg n=qGw\\|\^,| ib^
j
B
qG G oi®^,v7w\or
qGhjlor7w\qGw\i
¤ e7or]mos >y s¨gh¢or+¥¦^ib^
j
w(t) = ‖Wcm(., ., t)‖n×n,∞ or Ω× Ω ¢p¥¦^ﬀZ  ¡G^ |gim(x)(r, t)| ≤ w(t)
√
n |Ω| ‖x‖n,2 ¤YﬃZ\^ﬀi  ]m^
y
^

ibqtpo\u

i&or.sr^
]m]

Q¤ ibZ\qJ¥+iﬃjlZ

jﬃjlZ\^´q

^
y
jlq
y
x→ gm(x)  y qG] G jlq F ori&
qG]  ﬂj  \|
ibor\,^jlZ\^ﬀo|\^,hjloj©g
y
qG] F jlq G ori&,qt7jlo7wpqtwpi
¢ x→ gm(x) ori&
qG]  ﬂj+ y qG] G jlq G ¤
YﬃZ\^´i

]m^
\y
qVqG
>\
sor^
i&jlq
gLm
¢
hm
¢

p|
hLm
¤
/
^{jlZp^

\y
qV
^,^
|.¥+o¨jlZ.jlZp^´qtsrsrq,¥+or\u
NÀ
ﬂ

 	

 1#@     	 1#@ "#ﬃ
gm
	 G  + 1#@ "#ﬃ g∗m
# , #5 
g∗m(x)(r, t) =
∫
Ω
WTcm(r
′, r, t)x(r′) dr′

 
+$ 52"7 "#ﬃ &

ﬂ	
¤{YﬃZp^

|>zkqtorhj,¢HorEoj^ﬂ Qorikjli
¢=ori{|\^
p\^
|n7gjlZ\^',qG\|\ojloqG 〈gm(x), y〉 = 〈x, g∗m(y)〉
q
y

srs
x, y
or G ¤ / ^ﬀZ  ¡h^
〈gm(x), y〉 =
∫
Ω
y(r)T
(∫
Ω
Wcm(r, r
′, t)x(r′) dr′
)
dr =∫
Ω
x(r′)T
(∫
Ω
WTcm(r, r
′, t)y(r) dr
)
dr′,

y
qG] ¥+ZpoZjlZ\^
qG\,swpiboqG·qGsrsqJ¥+i
¤{eVo\,^ G ori\qtj ®½ osn=^ y j{i  
^ﬀjlZ\^  |tzÜqGorhj{qt  ,qG] @ 
j
q

^
y
jlq
y
ori\qtj\^
,^
ibi
>y
ors¨g*,qt]


j,¤ _ﬃwQj®jlZp^
\y
qVqt´qt´
qG]

ﬂjl\^,ibiqG
gm
or sr^
]m]

Q¤
,
^
 Vjl^
\|\i&^

ibosgjlq
g∗m
¤
eVo]mors
>y
^ﬂ 
\y
^
ibiborqG\i
Bp
s¨g.jlq
gL ∗m
¢
h∗m

\|
hL ∗m
¤
/
^pq,¥ ikj

jl^

o]

q
y
j

hj
y
^,ibw\s¨j+qGjlZ\ori&ib^,ﬂjlorqtU¤

À7Ä

À


 
 +5%   # 5  	) 1#$+00	? 	$4+)ﬃ	?%1   
+∥∥gLm∥∥G < 1
*(1## ‖.‖G

+ 1# "#ﬃ 02 &
ÙóôUÙÝ
 
	
 ﬁﬀﬂﬃ 
"!$#%&ﬃ	'(#)	*+
ﬂG

ﬂ	
¤

^ﬂj+w\i&pq>jl^
S
jlZ\^´w\\ﬂjlorqG
DS−1m S
 \| y ^ﬂ¥ y ojl^´^,v7w  jlorqG)¸¬G¹  i&qGssrqJ¥+i
Vt(r, t) = −LV(r, t) +
∫
Ω
Wcm(r, r
′, t) S(V(r′, t)) dr′ + Iext(r, t).

^ﬂj
U
n=^'o¨jliw\\oèv7w\^'ibqGsrwQjlorqt¥+ojlZor\o¨jlo  s,qG\|\ojloqG\i
U(0) = U0
¢  ^
sr^
]m^
7jqt G ¤  ^
j  sibq
V
n=^´jlZ\^ﬀw\\oèv7w\^ﬀibqGsw\jloqGqGjlZ\^ﬀi  ]m^ﬀ^Jvhw  jlorqG.¥+ojlZ|po¨­=^ y ^
hjor\o¨jlo  sU
qG\|po¨jlorqG\i
V(0) = V0
¢
 \qtjlZ\^ y ^
sr^
]m^
7j+qt G ¤ / ^orhj y qV|\w\,^´jlZ\^´p^ﬂ¥²w\\ﬂjlorqG X = V −U ¥+Z\oZi  jlorikp^,i
Xt(r, t) = −LX(r, t) +
∫
Ω
Wcm(r, r
′, t) H(X,U)(r′, t) dr′ = −LX(r, t) + gm(H(X,U))(r, t)
¸k
7¹
¥+Zp^ y ^jlZ\^¦¡h^

jlq y
H(X,U)
oriEuto¡h^
n7g
H(X,U)(r, t)) = S(V(r, t))−S(U(r, t)) = S(X(r, t)+
U(r, t))− S(U(r, t)) ¤N°qG\ibor|\^ y \qJ¥djlZp^´w\\ﬂjlorqG  s
V (X) =
1
2
〈X, X 〉
`ûjli{jlor]^|\^
y
o¡

jlo¡h^oi 〈X, Xt 〉 ¤ / ^ y ^  s  
^ Xt n7gojli{¡  swp^ y qG]³¸k
V¹&orjlZ\ori{^
  \y ^
ibiborqGjlq
qtn\j

or
dV (X)
dt
= −〈X, LX 〉+ 〈X, gm(H(X,U)) 〉 =
−
〈
,L1/2X, L1/2X
〉
+
〈
L1/2X, gLm(L
1/2H(X,U))
〉

^ﬂj
Y = L1/2X
¤:µ{ibor\u®s^,]]

,
¤èt¢Q¥¦^´¥
y
ojl^
H(X,U) = DmX,
¥+Zp^
y
^ Dm ori  |\o  uGqG  s]  j y o .¥+Z\qGib^'|\o  utqG  s^,s^,]^,hjli >y ^n=^
j©¥¦^
^
  p|«t¤ E¯w\s¨jlo  sgQo\u
nHq>jlZibor|\^
i&¥+ojlZ
L1/2
¥¦^´qtn\j

o
L1/2H(X,U) = DmL1/2X = DmY,

\|jlZ\^
y
^,·q
y
^
∣∣∣〈Y, gLm(L1/2H(X,U))〉∣∣∣ ≤ ‖Y‖n,2 ∥∥∥gLm(L1/2H(X,U))∥∥∥
n,2
≤
‖Y‖n,2
∥∥gLm∥∥G ∥∥∥L1/2H(X,U)∥∥∥n,2 ≤ ‖Y‖2n,2 ∥∥gLm∥∥G

\|jlZ\^´,qtp
srw\iboqGqtsrsrq,¥+i
¤
/
^pq,¥ uGo¨¡h^

ibwQº®
or^
7j+,qtp|\o¨jlorqG·q
y
jlZ\^ﬀikj

nosro¨j©g.qG

ibqGsrwQjlorqtjlq¸ûG¹¤

À7Ä

À


   
 +5%   # 5  	) 1#$+00	? 	$4+)ﬃ	?%1   
+
∥∥hLm∥∥G < 1
ôô ÚﬃMpåﬂñJélñ
J
'>% #+ 0
2 #  	ﬁﬃ #

ﬂ	
¤

^ﬂj
U
n=^jlZ\^´w\porv7w\^ﬀibqtsrwQjlorqGqG¦¸ûG¹:¥+ojlZ  ^ﬂ Vjl^ y   sH,w yby ^
hj
Iext(r, t)
 \|o\ojlo  s
,qG\|\ojloqG\i
U(0) = U0
¤ ¼{i.o jlZ\^ \y qVqG´qG´jlZ\^
q y ^,] \¤?GM¥¦^¯orhj y qV|\w\,^jlZp^\^ﬂ¥±·wp\ﬂjlorqG
X = V − U ¢N¥+Z\^ y ^ V orijlZ\^w\\oèv7w\^ibqtsrwQjlorqG qG+jlZp^i  ]^^Jvhw  jlorqG ¥+ojlZ |\o­=^ y ^,hj®o\ojlo  s
,qG\|\ojloqG\i
¤ / ^ﬀZ  ¡h^
Xt(r, t) = −LX(r, t) + S
(∫
Ω
W(r, r′, t)V(r′, t) dr′ + Iext(r, t)
)
−
S
(∫
Ω
W(r, r′, t)U(r′, t) dr′ + Iext(r, t)
)
¸kﬂG ¹
µ{ibor\ujlZ\^ﬀo|\^  or.jlZ\^ \y qVqtqGsr^
]m] 
,
¤èt¢\jlZ\ori&^,v7w  jloqG  .n=^ y ^
¥ y o¨jbjl^,  i
Xt(r, t) = −LX(r, t) +
(∫ 1
0
DS
(∫
Ω
W(r, r′, t)U(r′t) dr′ + Iext(r, t)+
ζ
∫
Ω
W(r, r′, t)X(r′, t) dr′
)
dζ
)(∫
Ω
W(r, r′, t)X(r′, t) dr′
)
/
^wpib^´jlZ\^´i

]m^ﬀ·wp\ﬂjlorqG

s

i+ojlZ\^
\y
qVqtqGXjlZp^
q
y
^
] \¤?G
V (X) =
1
2
〈X, X 〉 .
`ûjliﬃjlor]m^´|\^
y
o¨¡

jlo¨¡h^´oi
y
^

|\orsgqtn\j

or\^
|¥+ojlZ.jlZ\^ﬀZ\^
s

qt^,v7w

jlorqGM¸kﬂGh¹
dV (X)
dt
= −〈X, LX 〉+ 〈X, Dmhm(X) 〉 ,
¥+Zp^
y
^ Dm oi+|\^
p\^
|n7g
Dm(U,X, r, t) =∫ 1
0
DS
(∫
Ω
W(r, r′, t)U(t) dr′ + Iext(r, t) + ζ
∫
Ω
W(r, r′, t)X(r′, t) dr′
)
DS−1m dζ,

|\o

uGqG

s¦]

j
y
o¨ M¥+Zpqtib^.|\o

uGqG

s¦^
sr^
]m^
hjli
>y
^n=^ﬂj©¥¦^,^
 

\| >¤
/
^
y
^
¥
y
o¨jl^ dV (X)
dt
or

ibsrorutZ7jls¨g.|\o­=^
y
^,hj]

\p^
y
¢porhj
y
qV|\w\,o\umjlZ\^´q

^
y
jlq
y
hLm
dV (X)
dt
= −
〈
L1/2X, L1/2X
〉
+
〈
DmL1/2X, hLm(L1/2X)
〉
,

^ﬂjbjlor\u
Y = L1/2X
¢h
y
qG] jlZ\^°

w\ZhgVªÜe7Zh¥
>y
¶Gor\^Jvhw

sroj©g

\|jlZ\^
py
q

^
y
j©g'qG Dm ¥¦^ﬃqtn\j  or∣∣〈DmY, hLm(Y) 〉∣∣ ≤ ‖DmY‖n,2 ‖hLm(Y)‖n,2 ≤ ‖Y‖n,2 ‖hLm(Y)‖n,2
¼{p|ibor\
^ ‖hLm(Y)‖n,2 ≤ ‖hLm‖G ‖Y‖n,2
¢

ibwQº®
or^
7j
qG\|\ojloqGMq
y dV (X)
dt
jlq.n=^m\^,u

jlo¡h^moi
jlZ

j ‖hLm‖G < 1
¤

qtjl^´jlZ

j ‖gLm‖G = ‖gLm‖L2

\| ‖hLm‖G = ‖hLm‖L2
n7g|p^
\iboj©gqG G or L2 ¸4ib^,^ﬀib^,ﬂjlorqt¯h¹¤¦`©
>\
^
\|\o .¼¢\¥¦^ﬀibZ\qJ¥ Z\qJ¥djlqm
qG]

wQjl^ﬀibw\Zq

^
y
jlq
y
\q
y
]i
¤
ÙóôUÙÝ
 
	
 ﬁﬀﬂﬃ 
"!$#%&ﬃ	'(#)	*+
B
    	
      ﬂ

`© jlZ\^  ib^¯¥+Z\^ y ^
W
ori.j y \ibs  jlorqG oh¡ >y o  hj¥¦^   qtn\j  or  ibsrouGZhjlsg ^  ibor^ y jlq ^
   sqGoj
ibw\ºm,o^,hj´,qtp|\o¨jlorqG¯·q y jlZ\^ikj  nposroj©gqt:jlZ\^ibqGswQjlorqG\i{jlZ  ojlZ\^'jlZ\^,q y ^
]mi\¤?G  \|¯\¤ 7¤ / ^
 y ikj,qtpibo|\^ y jlZp^.  ib^.qG  uG^
p^ y s¦
qG]  ﬂj
Ω
 p|«jlZp^
 jlZ\^  ib^¥+Z\^ y ^
Ω
oi   orhjl^ y ¡  s2¤
Y y \ibs  jlorqGorh¡ >y o  \
^]m^  \ijlZ  j
W(r + a, r′+ a, t) = W(r, r′, t)
q yﬃ srs
a
¢Qibq'¥¦^  ¥ y o¨jl^
W(r, r′, t) = W(r−r′, t) ¤ ½ ^
p
^ W(r, t) ]'w\ikjEnH^¦|\^ﬂ\^
|·q yN srs r ∈ Ω̂ = {r−r′, with r, r′ ∈
Ω}  \|¥¦^&ibw p qGib^&o¨j:,qt7jlo7wpqtwpi:qG Ω̂ q y ^  Z t ¤ Ω̂ ori  ikgQ]m]m^ﬂj y or¦¥+ojlZ y ^
i  ^
ﬂjEjlqjlZ\^ﬃq y orutor
,qt]  
j+ibwQnpib^ﬂjqG
Rq
¤

   
À ﬃXÀ B #
Ω
/ ^´\qtjl^
1A
jlZ\^ﬀZ >y 
jl^ y orikjloﬀw\\
jloqGqGjlZ\^ﬀibwQnib^ﬂj
A
qG
Rq
 \|
M∗ = M
T jlZ\^ﬀ
qG>zkw\u  jl^
j y \i  qtib^ﬀqGXjlZ\^ﬀ
qG]  sr^ﬂ .]  j y o 
M
¤
/ ^ py q,¡h^´jlZ\^´qGssrqJ¥+o\u

À7Ä

À


 
	 1##0  # $ﬃ	%#+@	 1#$#02@  2 ﬃ0/.
W˜∗(f , t) W˜(f , t)
¸k,h¹
5# +00 	? 	*#0+5+$1

	)@ﬃ	 	
f ∈ Rq ﬃ	 	 t ∈ J L1# 1#$+5ﬃ+5#2  
+ 0+)ﬃ	?%3#	 +0)	*# &
W˜(f , t)

+ 1# '>%10 # + 	)02 *( #+ "#5 41#$+ "# $0)	*#
r
	
1bΩ(r) WLcm(r, t) 
W˜(f , t) =
∫
bΩ W
L
cm(r, t)e
−2ipir·f dr

ﬂ	
¤
/
^
\y
qJ¡h^+jlZp^&jlZp^
q
y
^
] q
y
W˜(f , t) =
∫bΩ WLTcm (−r, t)e−2ipir·f dr ¢VjlZ\^  qGw y or^ y j y \ikª
q
y
] qG
1bΩ(r) WLTcm (−r, t) ¢ﬃn=^,  w\ib^¥¦^|p^  s+¥+ojlZ gL ∗m or jlZ\^qtsrsrq,¥+or\u py q7qG©¤ YﬃZ\^
 jlZ\^
jlZp^
q
y
^
] 

jlw
y
ssgZ\qGsr|\i&q
y
W˜(f , t) =
∫bΩ WLcm(r, t)e−2ipir·f dr ibop
^jlZ\^´
q yby ^
i  qtp|\opu  ]ª
orsro^,i:qG
½
^
y
]mo¨jlo

®]

j
y
or
^,iN·q
y
n=qtjlZ®|\^ﬂ\o¨jlorqG\iNqG
W˜
Z

¡h^&jlZp^+i

]^i

^,ﬂj
y
s
py
q

^
y
jlor^
i
¤EYﬃZ\^
py
q7qG
\y
qV,^
^
|pi&^
 


jls¨g

iﬃjlZ

j+qGjlZ\^
q
y
^
] \¤G7¤
/
^´Z

¡h^〈
Y, gLm(L
1/2H(X,U))
〉
=
〈
gL ∗m (Y), DmY
〉
YﬃZp^
y
^
q
y
^jlZ\^´,qtp|\o¨jlorqG
‖gL ∗m (Y)‖2n,2 < ‖Y‖2n,2
ori&ibwQº®
or^
7j+jlqm^
\ibw
y
^´jlZ\^´p^
u

jlo¨¡Qoj©gqG
dV (X)/dt
¤

q
y
ssU¡G^,ﬂjlq
y
Z
or
Rq
¢\¥¦^´Z

¡h^
Z∗ W˜∗(f , t) W˜(f , t) Z < Z∗ Z ∀f , ∀t ∈ J,
jlZ

\£ViﬃjlqjlZ\^ﬀZhg

qtjlZ\^
ibori+qtjlZ\^´jlZ\^
q
y
^
]¤
½
^
\,^
Y˜∗(f , t) W˜∗(f , t) W˜(f , t) Y˜(f , t) < Y˜∗(f , t) Y˜(f , t) ∀f , ∀t ∈ J,
ôô ÚﬃMpåﬂñJélñ
ﬂC
'>% #+ 0
2 #  	ﬁﬃ #
¥+Zp^ y ^
Y˜(f , t)
oriNjlZp^  qGw y or^ y j y pib·q y ] qG
1Ω Y
¢7¥+ZpoZoriN¥¦^,ss=|\^
p\^
|  \|n=^,sqG\uGijlq
L2n(Rq)
¸ x s  \Z\^ y ^
s iﬃjlZp^
q y ^
]¹¤ / ^´orhjl^
u y jl^jlZ\^ \y ^ﬂ¡QorqGw\i&or\^Jvhw  sroj©gor
Rq
 p|qtn\j  or
‖W˜ Y˜‖2Rq,n,2 < ‖Y˜‖2Rq,n,2.
YﬃZp^
H¢ xEBy ib^
¡  s i&jlZ\^
q y ^,] uGo¡h^
i'¸
?
|p^
\qtjl^
iﬃjlZp^´i  jlo  sX
qGh¡hqGswQjlorqG@¹
‖1bΩ WLTcm (−., t) ? 1Ω Y(., t)‖2Rq,n,2 < ‖1Ω Y(., t)‖2Rq,n,2,
 y qG] ¥+Z\oZ ‖gL ∗m (Y)‖2n,2 < ‖Y‖2n,2
qGssrqJ¥+i
¤
YﬃZp^  ib^qGUjlZp^  ﬂjlo¡  jloqGQª2n  ib^,|.]mq7|p^
s=  n=^  |\| y ^,ibib^
|o  ibor]mos >y   ibZ\orqGH¤ / ^Z  ¡h^{jlZp^

À7Ä  À 

    
	 1##0  # $ﬃ	%#+@	 1#$#02@  2 ﬃ0/.
W˜∗(f , t) W˜(f , t)
5# +00 	?@	*#+5+ 1

	 ﬃ	 	
f
ﬃ	 	
t ∈ J 1#01# +ﬃ+0#02   
+ +ﬃ	%1#)	? +5)	*# & W˜(f , t)

+ 1# '>%10 #$53+ 	)02 	
WLmc(r, t)
*( #+ "#5 41#$+ "# $ﬃ0	*#
r
&

ﬂ	
¤*YﬃZ\^ \y qVqGqGssrqJ¥+imjlZ  j®qG+jlZ\^,q y ^
] \¤   \| jlZ\^, ^
   sqGojlijlZ\^ y ^,s  jlorqG n=^
j©¥¦^
^,
,qGh¡hqtsrwQjlorqG

\|

qGw
y
or^
y
j
y
pib·q
y
]

\|
xE>y
ib^ﬂ¡

s i
y
^,s

jlorqtn7g.^
 
py
^
ibibor\ujlZ\^ﬀ
qG\ikj
y
orhj
‖hLm(Y)‖2n,2 < ‖Y‖2n,2
or.jlZ\^

qGw
y
or^
y
|\qG]

orH¤
YﬃZp^
ib^j©¥¦qjlZ\^,q
y
^
]mi
>y
^ibqt]m^
¥+Z

jw\\i

jloib

ﬂjlq
y
gibop
^jlZp^ﬂg
y
^

s


^

,qG\|\ojloqGjlZ

j]'w\ikj
nH^¦i

jlorikp^
|mqJ¡h^
yN

qGw\7j

ns^&ib^ﬂj,¢GjlZ\^ﬃi

^

j
y
w\] qG


qG]

ﬂj:q

^
y
jlq
y
¢

iEorjlZ\^,q
y
^
]miE\¤?G

\|
\¤ V¢\nVg


qG\|\ojloqGjlZ

j+]'w\ikj+nH^ﬀi

jlorikp^
|q,¡h^
y{

qGhjlor7w\w\]¤

qG\^ﬂjlZ\^,s^,ibi&qG\^]

g
qG\ibor|\^
y
jlZ

j{jlZp^
qG]

wQj

jloqGqt:jlZ\^

qGw
y
or^
y
j
y
\ibq
y
]miqGEjlZ\^]

j
y
o¨ Q^
i
WLcm

\|
WLmc
>y
^^

ibo^
y
jlZ

jlZ

j+qtjlZ\^ﬀi

^

j
y
qGXjlZ\^ﬀq

^
y
jlq
y
i
gLm

\|
hLm
¢\npwQj+ib^,^ﬀib^

jloqG¼'¤

   
Ω
 

ﬃ  -ﬃ

À

	
 #
`©jlZ\^ﬀ

ib^´¥+Z\^
y
^
Ω
ori

orhjl^
y
¡

s4¢o2¤ ^G¤

o7jl^
y
¡

sUqG
R
¸
q = 1
¹¢
>y
srsr^
srqtu
y
] ¸
q = 2
¹¢pq
y
>y
srsr^
sr^

o

^
|«¸
q = 3
¹¢Q¥¦^´

ikj

jl^|\o­=^
y
^,hj&ibw\ºm,o^,hj
qG\|\ojloqG\i
¤
/
^



s¥

gQi

ibibw\]m^
jlZ

j
Ω
oi¦jlZ\^
q
ª¬|po]m^
piboqG

sHorhjl^
y
¡

s
[0, 1]q
n7g
Bp
s¨gQor\u



º®\^Z

\uG^qGX
qVq
y
|\o

jl^,i
¤:YﬃZ\^
,qG\\^

jlo¨¡Qoj©g]

j
y
o¨ 
W
ori´|\^ﬂpp^
|qG
J × [−1, 1]q  \|^ﬂ Vjl^
p|\^
|¯jlq  q ª  ^ y oqV|\or·w\pﬂjlorqtqG

^
y
orq7|piNqG
J×Rq ¤Ne7or]ors By sgG¢hjlZp^&ikj  jl^ﬃ¡h^

jlq y i V  \| A  iE¥¦^,ss  iEjlZ\^+^ﬂ Vjl^ y   s\
w yby ^,hj Iext
|p^ﬂp\^,|qG
J × [0, 1]q >y ^'^ﬂ Vjl^,\|\^
|jlq q ª  ^ y orqV|\orw\\
jloqG\iqGjlZ\^'i  ]^  ^ y orq7|pi{q,¡h^ y J × Rq
nVg
@
|p|\opu'jlZ\^
] ¥+ojlZ¶
^
y
qti¦or®jlZ\^,qG]

s^,]^,hjﬃojlZ\^{ohjl^
y
¡

s
[−1, 1]q qtHjlZ\^{ohjl^ y ¡  s [0, 1]q ¤
G oi&pq,¥²jlZ\^ﬀi  
^ L2n(2)
qGjlZ\^´ilv7w
>y
^ﬀo7jl^
u
y
nps^
q
ª

^
y
orqV|\orﬀ·w\pﬂjlorqtpi&qt

^
y
oqV|\i{V¤
/
^|\^ﬂpp^jlZ\^·w\pﬂjlorqtpi
ψm(r) ≡ e−pii(r1m1+···+rqmq), q y m ∈ Zq  \|
qG\ibor|\^ y jlZ\^]  j y o 
W˜(m)
¥+Z\qGib^ﬀ^
sr^
]m^,hjli
>y
^ﬀuto¡h^
.nVg
w˜ij(m) =
∫
[0,2]q
wij(r)ψm(r) dr 1 ≤ i, j ≤ n.
/
^
y
^,

srsHjlZ\^
ÙóôUÙÝ
 
	
 ﬁﬀﬂﬃ 
"!$#%&ﬃ	'(#)	*+
ﬂB
ﬀ.Àﬂﬁﬃ!   Äﬃ
\¤B
 1#$24ﬃ0 .
W˜(m)

+ 1#
m
 #	*#2 #0 	 1# '>%10 #$+)#00#+ 	 1#"#00ﬂ
2 ﬃ0 . 	5%&) 
W(r)
&
YﬃZp^jlZ\^,q y ^,]mi&Q¤¨  \|\¤C'  .n=^´ikj  jl^,|ojlZ\ori+ y ]m^ﬂ¥¦q y £=¤

À7Ä  À 

   
	 1#@#  =# $ﬃﬃ	?%#0+@	 1#$#02@  2 ﬃ0/.
W˜∗(m, t) W˜(m, t)
¸kJG¹
5#J+00 ) 	? 	*#++ 1

	 ﬃ	 	
m ∈ Zq  ﬃ	 	 t ∈ J  1# 1# +5ﬃ+5#2    5#0+ " &     
+
+)ﬃ	?%1#)	?4+5)	*# &
W˜(m, t)
 + 1#
m
"#)	*#02 # 	 1#;'>%&0# +)#0 #+$	;1#
q
 "#0 9  2 ﬃ0/.
	5%&) 
WLcm(r, t)
#+ " &
WLmc(r, t)
 *(
 "#0ﬂ+

ﬃL
24#
t
&

 ﬀ
	, .#   ﬀ#&#&ﬀ%- -U'	ﬂ%ﬂ
/ ^:p^ﬂ Vjo7¡G^,ikjlou  jl^:jlZp^Nikj  nporsoj©gﬀqG  Zpqt]mqGuG^
\^,qGw\iibqGsrwQjlorqtjlq¸¬h¹  \|¸ûG¹¤¼{iojlZ\^ \y ^
¡QoqGw\i
ib^,ﬂjlorqG.¥¦^´|\orikjlor\uGw\oibZjlZ\^´uG^,\^
y
s

p|,qGh¡hqtsrwQjlorqG

ib^
i
¤
 	
 

   ﬂ

YﬃZp^Z\qG]mqGut^,\^
qGw\i¦ibqGsw\jloqG\i
>y
^{Z
>y
ﬂjl^
y
o¶,^
|®n7gmjlZ\^{


jjlZ

jNjlZ\^
g
>y
^{i

jlo

srs¨g
qG\ikj

hj

j
^

Z®jlor]m^or\ikj

hj,¤
/
^{
qG\ibor|\^
y
jlZ\^{ibwQnpi


^ Gc qG G qG=jlZp^
qG\ikj  hjﬃw\\ﬂjlorqG\i
¤ / ^Z  ¡h^jlZ\^
qGssrqJ¥+opu
NÀ
ﬂ
 Gc  +  52"	*#)# 	 #5 +5%+ "5#$	 G & >1# 1  =ﬃ	ﬂ"   #)  "#05ﬃ PGc
	52 G  Gc 
+$# ,(#5 
PGc(x) = x =
1
|Ω|
∫
Ω
x(r) dr
 1# 1  =ﬃ	52#"	*#24# G⊥c
	 Gc 
+ 1# +5%+#) 	 	5%&) + 	 G 1ﬃ>1 $#; ﬀ #  $ﬃ#0  =# &
 1#@1  =ﬃ	 "   #5  "#ﬃ PG⊥c
 +$#%ﬃ	 
Id− PGc
& (#ﬃ	?+) 1 $ﬃ#
PG⊥c Mx = MPG⊥c x ∀x ∈ G, M ∈Mn×n
¸kﬂCG¹

ﬂ	
¤YﬃZp^,qG\ikj

hjw\\
jloqG\i
By
^,s^
By
sg)o G ¤¼{hg °  w\Z7g)ib^Jv7w\^
\,^qG&
qG\ikj  hjlioi
,qGh¡h^
y
uGopu{jlq

,qG\ikj

hj:Z\^
p
^ Gc ori:
srqtib^,|orjlZ\^ \y ^ﬂª ½ orsn=^ y j:i  
^ G ¤YﬃZp^ y ^
q y ^¦jlZ\^ y ^ﬃ^ﬂ Qorikjli

Mq
y
jlZ\qGutqG

s
\y
qtzÜ^,ﬂjlorqtq

^
y
jlq
y

y
qG] G jlq Gc ¥+Z\orZMoriﬀsor\^ >y ¢X,qGhjloVw\qGw\i
¢qGNwp\o¨j\q y ]¢

qtibojlo¡G^

\|ib^
srèª

|>zkqGo7j,¤ PGc(x)
oijlZ\^ﬃ]mor\o]'w\] ¥+o¨jlZ
y
^
i

^
ﬂjEjlq{jlZ\^¦,qG\ikj

hjE¡h^
ﬂjlq
y
a
qGpjlZ\^
orhjl^,u
y
s
∫
Ω
‖x(r)− a‖2 dr ¤NY  £Qor\u'jlZp^|\^ y o¡  jlo¡h^{¥+o¨jlZ y ^,i  ^

jﬃjlq a ¢V¥¦^´qtn\j  orjlZ\^´\^
,^
ibi >y g
,qG\|\ojloqG ∫
Ω
(x(r)− a) dr = 0

ÆQÌN×tÕÏãkãkÔBÍ2ÏÑ¬Õß
Ñ¬ÇBÈÊÉ=ÈÊÉ@Ñ¬ÇBÕÐBÍ2Ìâ4ÕkãÜÑ¬ÈÊÌÚ&ÌﬂÚ&Ñ¬ÇJÕãÜÒÊÌﬂÉ¬ÔJÍ2ÕÌﬂð G⊥c ÈÊÚ&Ñ¬ÇBÕãÜÒÊÌﬂÉ¬ÔJÍ2ÕÌﬂð G ËXÇBÈÊã©Ç&ÈÊÉ@Ñ¬ÇBÕÈÊÒÊ×tÕkÍ4Ñ=É2ÐBÏﬂãkÕ
L2n(Ω)
ò
ôô ÚﬃMpåﬂñJélñ
t
'>% #+ 0
2 #  	ﬁﬃ #
 \|®Z\^
p
^
amin = x
¤°qt7¡G^ y ib^
sgG¢
x−amin ori:q y jlZ\qGuGqG  s\jlq Gc ibor\,^
∫
Ω
(x(r)−amin)b dr = 0
q y ss
b ∈ Gc ¤

^
j
y ∈ G ¢ ∫
Ω
x y(r) dr = x
∫
Ω
y(r) dr = 0
q y srs
x ∈ Gc or  p|qG\s¨go y ∈ G⊥c
¤
 o  srs¨g
PG⊥c Mx = Mx−Mx = Mx−Mx = M(x− x) = MPG⊥c x
/ ^ By ^®pq,¥ y ^  |\g¯jlq py q,¡h^®jlZp^mjlZ\^
q y ^
]$qGMjlZ\^ikj  nposroj©gMqt¦jlZ\^®Z\qG]mqtuG^,\^
qGw\i'ibqGsw\jloqG\ijlq
¸¬h¹¤

À7Ä  À 
  
	
W
+ﬃ
+ , #0+ 
 
 L+5%   #75
 	 1# +00	?J	 12   ##5%&+
+)ﬃ	?%3       +1ﬃ 1# 02 ‖gL ∗m ‖G⊥c
	@1# #0+00  G⊥c
	1#J2#")  "#0ﬃ
gL ∗m
5#$	*#+5+ 1

	@ﬃ	 	
t ∈ J &

ﬂ	
¤YﬃZ\ori \y qVqGHorior\i  o y ^
|n7g
6
>ﬃ82¤

qtjl^+jlZ  j G⊥c
oriorh¡ >y o  hjn7g
g∗m
 \|Z\^
\,^+n7g
gL ∗m
¤
`©p|\^
^,|H¢\ y qG] sr^
]m]  Q¤   \|^Jvhw  jlorqG)¸kGJ¹N¥¦^´Z  ¡h^
g∗m(x) = WTcm(t)x = 0 ∀x ∈ G⊥c

^ﬂj
Vp
n=^{jlZ\^w\\oèv7w\^ibqGsrwQjloqG.qG¸¬h¹E¥+ojlZ.Z\qG]mqGut^,\^
qGw\i&o

wQj
Iext(t)
¥+ojlZ.or\o¨jlo

s=,qtp|\o¨jlorqG\i
Vp(0) = Vp0

p|,qG\ibo|p^
y
jlZ\^´o\ojlo

sU¡

swp^
\y
qtnpsr^
]
{
X′(t) = PG⊥c
(
fv(t,PG⊥c X + PGcVp)
)
X(0) = X0
¸kﬂBG¹
X = PG⊥c Vp
ori

ibqGswQjlorqG ¥+ojlZ opo¨jlo

s{
qG\|\ojloqG
X0 = PG⊥c Vp0
ibor\
^ P2G⊥c = PG⊥c

\|
PG⊥c Vp + PGcVp = Vp
¤:_ﬃwQj
X = 0
ori

sribq

ibqGsrwQjloqG¥+ojlZ.or\ojlo

sU,qtp|\o¨jlorqG
X0 = 0
ibop
^ Gc
ori pqJ¥&ª¬oh¡
>y
o

hjnH^


w\ib^qG+¸kGB¹¢@jlZ

jori
fv(t,Gc) ⊂ Gc ¢  \|¯Z\^
p
^ PG⊥c (fv(t,Gc)) = 0
¤
/
^
jlZp^
y
^
q
y
^&srqVqt£q
y¦
ibwQº®,o^,hj,qtp|\o¨jlorqG®q
y
jlZ\^ikgVikjl^,] ¸kﬂBh¹jlqﬀn=^

npibqGsw\jl^
sgmikj

nps^

j
X = 0
¤
/
^ ,qtpibo|\^
yM
u

or jlZ\^ ·w\pﬂjlorqt

s
V (X) = 12 〈X, X〉
¥+ojlZ jlo]m^ |p^
y
o¡

jlo¨¡h^ dV (X)
dt =〈X, Xt 〉 ¤ / ^´ibwQnikjlo¨jlwQjl^ Xt ¥+ojlZojliﬃ¡  srw\^ﬀ y qG]$¸kﬂBG¹N¥+Z\orZ  n=^ y ^
¥ y o¨jbjl^,  i
Xt = PG⊥c
(
− L(PG⊥c X + PGcVp) +
∫
Ω
W(r, r′, t) S(PG⊥c X(r′, t) + PGcVp(r′, t)) dr′
)
_ﬃ^,

w\ib^´qGs^,]m]

GV¤èjlZ\oriﬃgQor^
sr|\i
Xt = −LPG⊥c X + PG⊥c
(∫
Ω
Wcm(r, r
′, t) S(PG⊥c X(r′, t) + PGcVp(r′, t)) dr′
)
/
^{¥
y
ojl^
S(PG⊥c X + PGcVp) = S(PGcVp) +
(∫ 1
0
DS(PGcVp + ζPG⊥c X) dζ
)
PG⊥c X,
ÙóôUÙÝ
 
	
 ﬁﬀﬂﬃ 
"!$#%&ﬃ	'(#)	*+
Q
 \|ibo\,^
S(PGcVp) ∈ Gc
¢  p|.nH^
  w\ib^ﬀqG¦¸kGB¹
PG⊥c
(∫
Ω
Wcm(r, r
′, t) S(PG⊥c X(r′, t) + PGcVp(r′, t)) dr′
)
=
PG⊥c
(∫
Ω
Wcm(r, r
′, t)
(∫ 1
0
DS(PGcVp(r′, t) + ζPG⊥c X(r′, t)) dζ
)
PG⊥c X(r′, t) dr′
)
/ ^wpib^¸k Ch¹  \|.jlZp^´  
j&jlZ  j PG⊥c
oi+ib^
srèª  |>zkqGo7j  \|or|\^
]  qtjl^
7j&jlq¥ y ojl^
dV (X)
dt
= −〈PG⊥c X, LPG⊥c X〉+〈
PG⊥c X,
(∫
Ω
Wcm(r, r
′, t)
(∫ 1
0
DS(PGcVp(r′, t)+ζPG⊥c X(r′, t)) dζ
)
PG⊥c X(r′, t) dr′
)〉

^ﬂjXwpi|\^
\qtjl^ Dv(r′) jlZp^:|\o  uGqG  s7]  j y o 
∫ 1
0
DS(PGcVp(r′, t)+ζPG⊥c X(r′, t)) dζ
¤`ûjliX|\o  uGqt  s
^,s^,]m^
hjli
>y
^nH^ﬂj©¥¦^
^,

\|Mt¤

^
jbjlo\u
Y = L1/2PG⊥c X
¥¦^
y
^
¥
y
o¨jl^´jlZ\^
\y
^ﬂ¡Qorqtwpi&^Jvhw

jlorqG.or
q

^
y
jlq
y
·q
y
]
dV (X)
dt
= −〈Y, Y〉+ 〈Y, gLm(Dv Y)〉
_¦g|p^ﬂp\ojlorqtqGjlZ\^

|>zkqGohj
〈
Y, gLm(Dv Y)
〉
=
〈
gL ∗m (Y) , Dv Y
〉
py
qG] jlZ\^°

wpZhgVªÜe7Zh¥
>y
¶op^,v7w

soj©g∣∣〈gL ∗m (Y) , Dv Y〉∣∣ ≤ ∥∥gL ∗m (Y)∥∥n,2 ‖Dv Y‖n,2 ≤ ∥∥gL ∗m (Y)∥∥n,2 ‖Y‖n,2 ,

\|ibo\,^ ∥∥gL ∗m (Y)∥∥n,2 ≤ ‖gL ∗m ‖G⊥c ‖Y‖n,2 ,
jlZp^,qG\
srw\iborqt·qGsrsqJ¥+i
¤

qtjl^mjlZ

j ‖gL ∗m ‖G⊥c = ‖gLm‖L20
n7gM|\^,\iboj©gqG G⊥c
o
L20
¢¥+Z\^
y
^
L20
oriﬀjlZ\^®ibw\npi


^qG
L2
qG
¶,^
y
q]m^

w\\
jloqG\i
¤
/
^ﬀibZ\qJ¥ or
>\
^
p|\o¨ ¼ Z\qJ¥²jlqm
qG]

wQjl^jlZpoi+\q
y
]¤
/
^
py
q,¡h^

ibor]ors
By
jlZ\^,q
y
^,] ojlZ\^ﬀ

ib^´qGﬃ¸ût¹¤

À7Ä

À




	
W
+ﬃ
+ , #0+ 
 
 L+5%   #75
 	 1# +00	?J	 12   ##5%&+
+)ﬃ	?%3 "   
+ 1ﬃ 1#;02 ‖hLm‖G⊥c
	 1#;#+00 ) " G⊥c
	 1# 52"( "#0ﬃ
hLm
5#$	*#+5+ 1

	@ﬃ	 	
t ∈ J &

ﬂ	
¤YﬃZp^
\y
qVqGoiibor]mos
>y
jlqmjlZ

jqGjlZ\^
q
y
^
] GV¤ V¤
/
^ﬀ,qG\ibo|p^
y
Ap
jlZ\^ﬀwp\orv7w\^ibqGsw\jloqG
jlq*¸ût¹ﬀ¥+o¨jlZ Z\qG]mqGut^,\^
qGw\imor

wQj
Iext(t)
¢:or\o¨jlo

sﬃ
qG\|\ojloqG\i
Ap(0) = Ap0
¢

\| ,qG\ibo|p^
y
jlZ\^
or\ojlo

sH¡

srw\^
\y
qtnpsr^
] {
A′(t) = PG⊥c
(
fa(t,PG⊥c A + PGcAp)
)
A(0) = A0
¸¬th¹
ôô ÚﬃMpåﬂñJélñ
G
'>% #+ 0
2 #  	ﬁﬃ #
A = PG⊥c Ap
ori  ibqGsw\jloqG¥+o¨jlZmo\ojlo  sp
qG\|\ojloqG\i
A0 = PG⊥c Ap0
ibor\
^ PG⊥c Ap+PGcAp = Ap
¤
_ﬃwQj
A = 0
ori  sibq  ibqGswQjlorqGm¥+o¨jlZ®opo¨jlo  sp
qG\|po¨jlorqG\i
A0 = 0
ibo\,^ Gc ori q,¥&ª¬orh¡ By o  hjNnH^
  w\ib^
qG®¸kGB¹¢ﬃjlZ  jori
fa(t,Gc) ⊂ Gc ¢  \| Z\^,\
^ PG⊥c (fa(t,Gc)) = 0
¤ / ^jlZp^ y ^
q y ^srqVqt£*·q y
ibw\ºm,o^,hj
qG\|\ojloqGq y jlZ\^´ikgQikjl^,]$¸kﬂBG¹Njlqn=^  npibqGsrwQjl^
sg.ikj  npsr^  j
A = 0
¤
°qG\ibo|p^ y+ u  orjlZ\^{w\\ﬂjlorqG  s
V (A) = 12 〈A, A〉
¥+ojlZjlor]m^{|p^ y o¡  jlo¨¡h^ dV (A)
dt = 〈A, At 〉
¤
/ ^ibw\npikjlo¨jlw\jl^
At
¥+ojlZojliﬃ¡  sw\^ﬀ y qG]$¸¬t7¹:¥+Z\orZH¢w\ibor\u¸ktB¹¢\  n=^ y ^ﬂ¥ y ojbjl^
  i
At =
PG⊥c
(
−L(PG⊥c A+PGcAp)+S
(∫
Ω
W(r, r′, t)PG⊥c A(r′, t) dr′ + W(t)PGcAp + Iext(t)
))
/ ^'|\q   y ikjbª¬q y |\^ y Y  gQsq y ^
  @ piboqG¥+ojlZ¯o7jl^
u y s y ^
]  op|\^ y qGEjlZp^
S
jl^ y ]  p|¯orhj y qV|\w\
^
jlZp^q  ^ y jlq y
hm
§
S
(∫
Ω
W(r, r′, t)PG⊥c A(r′, t) dr′ + W(t)PGcAp + Iext(t)
)
= S
(
W(t)PGcAp + Iext(t)
)
+(∫ 1
0
DS
(
W(t)PGcAp + Iext(t) + ζ
∫
Ω
W(r, r′, t)PG⊥c A(r′, t) dr′
)
dζ
)
hm(PG⊥c A)(r, t)

^ﬂj+w\i&|p^ﬂp\^
Da(r, t) =
∫ 1
0
DS
(
W(t)PGcAp + Iext(t) + ζ
∫
Ω
W(r, r′, t)PG⊥c A(r′, t) dr′
)
dζ,

|po

uGqG

sE]

j
y
o ¥+Z\qGib^|\o

utqG

sE^
sr^
]m^
hjli
>y
^n=^
j©¥¦^
^,

p| >¤

^ﬂjbjlor\u
Y = L1/2PG⊥c A
¥¦^´¥
y
o¨jl^
dV (A)
dt
= −〈Y, Y〉+ 〈Y, Da hLm(Y)〉

\|jlZ\^´,qtp
srw\iboqGqtsrsrq,¥+i
y
qG] jlZ\^'°

w\ZhgVªÜe7Z7¥
By
¶ﬃo\^Jv7w

soj©g=§
∣∣〈Y, Da hLm(Y)〉∣∣ ≤ ‖Y‖n,2 ∥∥Da hLm(Y)∥∥n,2 ≤ ‖Y‖n,2 ∥∥hLm(Y)∥∥n,2 ≤ ∥∥hLm∥∥G⊥c ‖Y‖2n,2
  	
      ﬂ

/
^£Q\qJ¥ 
y
qt]¾jlZ\^



sgQiboi'|\qG\^®or)ib^
ﬂjlorqG
,
¤ jlZ

jﬀjlZ\^
y
^
By
^®or)uG^
\^
y
sN\qZ\qG]mqtuG^,\^
qGw\i
ibqGsrwQjlorqtpiEjlq¸¬h¹q
y
¸ût¹ibor\
^+
qG\|po¨jlorqG¸kGB¹

p\qtj:n=^+i

jlorikp^,|H¤E`©\|\^
^,|jlZ\^+orhjl^
u
y
s
∫
Ω
W(r−
r′, t) dr′
oi+out^,\^
y
s

·w\pﬂjlorqtqt
r
¤:_ﬃwQj
\y
q

qGibojloqG\i
,
¤
,
¢
,
¤ p¢V¤ 

\|7¤
,
ibZ\qJ¥djlZ

j&jlZ\^
y
^
^
 Qoikjli

ibqGsw\jloqG·q
y
uto¡h^
or\ojlo

sU,qG\|\ojloqGH¤
/
^ﬀ

srs=jlZ\^,ib^´ibqGsrwQjloqG\i

ib^
w\|pq>ª¬Zpqt]mqGuG^
\^,qGw\i
¤
ÙóôUÙÝ
 
	
 ﬁﬀﬂﬃ 
"!$#%&ﬃ	'(#)	*+

,
  
À ﬃXÀ B #
Ω
YﬃZp^ y ^ >y ^ﬀ^
Zpq7^,i&qGXjlZ\^,q y ^
]mi&\¤¨  p|\¤C'¥+Z\oZ By ^ﬀikj  jl^
|orjlZ\^´qGssrqJ¥+o\u

À7Ä  À 
	
 
	
W
+)ﬃ + , #+ 
 
   +%  #0   	 1# +0
	? 	 	"+)#0% 
12   =#0#5%&+ +)ﬃ	?%1    #0+ " &     + 1ﬃL1##  =#0 $ﬃﬃ	?%#+ 	 1# $#002  2 ﬃ0/.
W˜∗(f , t)W˜(f , t)
5# +00 	? 	*#0+5+1

	 ﬃ	 	
f 6= 0  ﬃ	 	 t ∈ J & W˜(f , t)  + 1# '>%&0#0"+ 	02 	
WLcm(r, t)
#+ " &
WLmc(r, t)
 *(
 #+ "#)L 1# + "5# $ﬃ0 )	*#
r
&

ﬂ	
¤¯YﬃZ\^ \y qVqG&ori    | B j  jlorqG qGﬃjlZ\^ \y qVqG·iqGﬃjlZ\^,q y ^,]mi G7¤   \| GV¤
,
¤ / ^^
   sqGoj
 u  oMjlZ\^ y ^
s  jlorqGn=^
j©¥¦^
^
M
qGh¡hqGsrwQjloqG  \|  qtw y o^ y j y pib·q y ]¢ xE>y ib^ﬂ¡  s i y ^
s  jlorqG  \|jlZ\^
  ﬂj&jlZ  j+o
x ∈ G⊥c
¢
x˜(0) = 0
¤
YﬃZp^&qG\sg|po¨­=^ y ^
\,^ﬃ¥+ojlZjlZp^
q y ^
]miN\¤   \|®\¤?C´oi:jlZ  j:jlZp^ y ^ By ^\qﬀ
qG\ikj y orhjliNqGmjlZ\^  qGw y or^ y
j y \ibq y ]mi{qtjlZp^
qG\\^,ﬂjlo¡Qo¨j©g]  j y or
^,i  j+jlZp^q y oruGoqGjlZ\^'i  jlo  s y ^Jvhwp^
\,o^,i  s  \^t¤{YﬃZpoi
ori|\wp^®jlqjlZ\^

ﬂjjlZ

j¥¦^qG\s¨g :©srqVqt£<

jjlZ\^ibwQnpi

,^qG G qtﬃw\\
jloqG\iﬀ¥+ojlZ)¶,^ y qi  jlo  s

¡h^
y
uG^t¤
  
Ω
 

ﬃ  -ﬃ

À

	
 #
YﬃZp^
y
^
>y
^

sribqm^,Z\qV^,i&qtjlZ\^,q
y
^,] Q¤è,or.jlZ\^ﬀ·qGsrsqJ¥+or\u

À7Ä

À


	
W
+)ﬃ + , #+ 
 
   +%  #0   	 1# +0
	? 	 	"+)#0% 
12   =#0#5%&+ +)ﬃ	?%1    #0+ " &     + 1ﬃL1##  =#0 $ﬃﬃ	?%#+ 	 1# $#002  2 ﬃ0 5#+
W˜∗(m, t)W˜(m, t)
5#+00 	 	*#+5+1

	) ﬃ	 	
m 6= 0 ∈ Zq  ﬃ	 	 t ∈ J & W˜(m, t) 
+1# m  #)	*#24# 	
1# '>%&0#;+)#0 #+ 	;1#
q
 "#00ﬂ 	5%&) 
WLcm(r, t)
#+ " &
WLmc(r, t)
 *(
4#+ "#5(1#
+ "5# $0	ﬁ#
r
&
  
®#&.
  #¾#&X
/
^¦Z

¡h^ﬃ|\^
¡G^,sq

^,|qGw
yN


s¨gQiboriEqt¸¬h¹

p|¸ûG¹XorjlZ\^ﬃ_



Zi

,^ F qG
qGhjlor7w\qGw\iEw\\
jloqG\i
qGVjlZ\^Ni

jlo

sh,q7q
y
|\or

jl^
r
^ﬂ¡h^
ﬀjlZ\qGw\uGZ´¥¦^Z

¡h^Nw\ib^,|

ikj
y
w\
jlw
y
^NqG
\y
^
ª
½
osn=^
y
ji

,^ G qtjlq 
qG@o¨j,¤E_¦w\jEjlZ\^
y
^
y
^,]

or\iEjlZ\^&


jEjlZ

jEjlZ\^&ibqGswQjlorqG\i:jlZ

jE¥¦^&Z

¡h^ﬃn=^,^
|poib,w\ibibopu
>y
^ﬃib]mqVq>jlZU¢
o2¤ ^t¤r¢,qt7jlo7wpqtwpi¥+ojlZ
y
^
i

^
ﬂjjlqjlZ\^i


^®¡
>y
o

ns^G¤`ûj']

gnH^®orhjl^
y
^,ikjlopujlq

sribq
qG\ibor|\^
y
pqt\ª¬ib]qVqtjlZ¯ibqGswQjlorqG\i
¢U^t¤ u\¤¢

or^
,^ﬂ¥+orib^
qGhjlor7w\qGw\i´ibqGsw\jloqG\i{jlZ

j

nH^'|\orib
qGhjlor7w\qGw\i

sqG\u
,w
y
¡h^
iqG
Ω
¤E¼d

jlw
y
s@ib^ﬂjbjlor\u\¢VuGo¡h^
®jlZ\^{


jjlZ

jN¥¦^
>y
^orhjl^
y
^,ikjl^
|orZ

¡Qo\u

ikj
y
w\
jlw
y
^qG
½
orsn=^
y
j:i

,^t¢7ori
L2n(Ω)
¢hjlZ\^&i
@
,^&qG@ilv7w
>y
^
ª¬ohjl^,u
y
ns^+w\\
jloqG\iN
y
qG]
Ω
jlq
Rn
¢7ib^,^
>\
^
\|\o 
¼'¤:`ûj+oi
½
osn=^
y
j&i


^

\| G oi  |\^
\ib^ﬀibw\npi  
^G¤
ôô ÚﬃMpåﬂñJélñ
>
'>% #+ 0
2 #  	ﬁﬃ #
     
#
  #    
 
    ﬂ     
YﬃZp^:jlZ\^,q y gﬀ|\^
¡h^
srq  ^
|'ojlZ\^ \y ^ﬂ¡QorqGw\iib^

jloqG\i  n=^ y ^  |\ors¨g^ﬂ Vjl^
\|p^
|ﬀjlq
L2n(Ω)
§UjlZ\^    sgVibori
qGQjlZp^ikj  nosro¨j©gqGQjlZp^ut^,\^ y s  \|Z\qG]mqtuG^,\^
qGw\iibqGsrwQjlorqtpiZ  in=^
^,|pqtp^w\ibor\ujlZ\^ py ^ﬂª ½ ors¨n=^ y j
i @ ,^ikj y w\ﬂjlw y ^qG G  \|  srspjlZ\^q  ^ y jlq y i:jlZ  jZ  ¡h^+n=^,^
®ibZ\qJ¥+jlqﬀn=^
qG]  ﬂjor G >y ^  sibq
,qG] @ 
j´oro¨jliﬀ
srqtibw y ^
L2n(Ω)
6
 8¬¤YﬃZ\^qG\sg  qtorhj´jlZ  j´Z  i´jlqn=^ y ^ﬂª2¥¦q y £h^
|orijlZp^ \y qtnpsr^
]
qG^ﬂ Qoikjl^,\
^  \|w\\oèvhwp^
\^,ibiﬃqG  ibqGsrwQjlorqt  |\| y ^,ibib^
|o \y q  qGibo¨jlorqG\i
,
¤   \|
,
¤
,
¤NYﬃZ\ori  srsqJ¥+i
wpiﬃjlq
#)	* .
jlZ\^ y jlZ\^ y ikj y or\uG^
7j+i  jlo  sUib]mq7qtjlZ\p^
ibi+Zhg  qtjlZ\^,ib^
i+o]  qGib^,|qGjlZ\^´,qtp\^

jlo¨¡Qoj©g
w\\
jloqG
W
 \|jlZ\^{^ﬂ Vjl^ y   s@
w yby ^
hj
Iext
¢VjlZp^ y ^ﬂnVgmn y or\uGopuo.]q y ^ p^ﬂ Qonporsoj©gmjlq'jlZ\^{]mqV|\^,s4¤
/ ^Z  ¡h^´jlZ\^ﬀ·qGsrsqJ¥+or\u
	  Ä
Ä     Äﬃ
   
	 1# 	ﬃ	 	ﬁ *(   J-* 4 "ﬃ1#+#+$# +)ﬃ + , #5'&   #5 
24#$ +0
t ∈ J

& 1# 24 "'"
  
W
 +  
C(J; L2n×n(Ω× Ω))
&

& 1#@# .D#00ﬃ	F0%10#
I
 + 

C(J; L2n(Ω))

1# 1# 24 "'"
  +
fv

fa
# 	52
J× L2n(Ω)

L2n(Ω)
75 %%1+7   "+)
 ﬀ5 

%%1+ *(
 5#0+ "#5)L41#
 +#55J  ﬃ%&2 #  %& 	02 	? *(J#+ "#5  1# ,(0+5 &

ﬂ	
¤:_ﬃ^


w\ib^´qGjlZ\^´
y
ikjZhg

qtjlZ\^
ibori
¢pjlZ\^ﬀ


j&jlZ

j
S(x)
ori+or
L2n(Ω)
q
y
srs
x ∈ L2n(Ω)
¢

\|)s^,]]

¼'¤Ê7¢
fv
oiﬀ¥¦^
srsª¬|\^ﬂpp^
|H¤

^ﬂjﬀwpi
\y
qJ¡h^mjlZ

jﬀojoriﬀ
qGhjlor7w\qGw\i
¤¼{iﬀoMjlZ\^
\y
qVqGqG
py
q

qtibojlorqt
,
¤ '¥¦^´¥
y
o¨jl^
fv(t,x)− fv(s,y) = −L(x− y) +
∫
Ω
(W(·, r′, t)−W(·, r′, s))S(x(r′)) dr′+∫
Ω
W(·, r′, s)(S(x(r′))− S(y(r′)) dr′ + Iext(·, t)− Iext(·, s),

y
qG] ¥+Z\oZ¥¦^´qtn\j

oU¢pw\ibor\umsr^
]m]

¼'¤ 
‖fv(t,x)− fv(s,y)‖n,2 ≤ ‖L‖F ‖x− y‖n,2 +
√
n|Ω|Sm‖W(·, ·, t)−W(·, ·, s)‖F+
DSm‖W(·, ·, s)‖F ‖x− y‖n,2 + ‖Iext(·, t)− Iext(·, s)‖n,2,

\|jlZ\^ﬃ
qGhjlor7w\oj©g·qGsrsqJ¥+iE
y
qG] jlZp^¦Z7g

q>jlZp^
ib^
i
¤ ‖ ‖F oijlZ\^ \y qtn=^
pow\i:\q y ]¢hib^
^ >\ ^
\|\o '¼'¤

qtjl^NjlZ

jibor\,^
W
oi
qGhjlor7w\qGw\iEqG'jlZ\^,qG]
@

jorhjl^
y
¡

s
J
¢tojEoin=qGw\\|p^
|

\| ‖W(·, ·, t)‖F ≤
w
q
yﬀ
ss
t ∈ J ·q y ibqG]^  qGibo¨jlo¡h^,qtpikj  7j w ¤'YﬃZp^  o  ibZ\ojl¶
qGhjlor7w\oj©g¥+o¨jlZ y ^
i  ^,ﬂjjlqjlZ\^
ib^,
qG\|
By
uGw\]m^,hjw\\or·q
y
]ms¨g¥+ojlZ
y
^
i

^,ﬂj:jlq´jlZ\^ﬃ
y
ikjNqG\^+qtsrsrq,¥+i
y
qG] jlZ\^
\y
^
¡VorqGw\iNop^,v7w

soj©g
nVgZ\qVqGibo\u
s = t
¤
YﬃZ\^
py
q7qG·q
y
fa
ori+ibo]mors
>y
¤
py
qG]²jlZ\ori
\y
q

qGibo¨jlorqG¥¦^N|\^,|\w\
^NjlZ\^N^
 Qoikjl^,\
^

p|w\\oèv7w\^
\^,ibiqG

ibqGsrwQjloqG'qJ¡h^
y
ibwQnporhjl^
y
¡

s
qG
R
§
	

Ä
Ä

 

 Äﬃ
    
 % )#5)(1#; "ﬃ1#+)#0+ 	" "+5
  &

	 3 #)	*#02 #
V0
	
L2n(Ω)
1##  +J %& %#J+ﬃ	%1
V
 # ,(#  "+5%
# $ﬃﬃ	7	
J
5
   

 
%%&+0	?
  ##)	*#  	J1# +0) 

ﬃ	 $ﬃ	?%# "	ﬁ#02   	)
f = fv

f = fa
+5%0 1ﬃ
V(0) = V0
&
ÙóôUÙÝ
 
	
 ﬁﬀﬂﬃ 
"!$#%&ﬃ	'(#)	*+
DG

ﬂ	
¤
¼{srs&
qG\|po¨jlorqG\i®qGjlZ\^ x or >y |Qª

op|\^
s GjlZ\^,q y ^
] qG*|\o­=^ y ^
hjlo  s&^Jvhw  jlorqG\imor*_    Z*i @ ,^
i
¸4Zp^ y ^ ½ ors¨nH^ y j&i @ ,^B¹
6
7¢X8 >y ^´i  jlorikp^
|U¢pZ\^
p
^´jlZ\^ \y q  qGibojloqGH¤
/ ^    sribq \y qJ¡h^jlZ  j&jlZpoi+ibqGswQjlorqG^ﬂ Qoikjli&q y ssHjlor]m^
i
¢  i&or \y q  qGibo¨jlorqG
,
¤ \§
	  Ä
Ä     Äﬃ
  


	 1# 	ﬃ	 	ﬁ *(   J-* 4 "ﬃ1#+#+$# +)ﬃ + , #5

& 1#@53#5)%$ﬂ
 	5%&
W
 +  
C(R; L2n×n(Ω× Ω))


& 1#@# .D#00ﬃ	F0%10#
Iext

+  
C(R; L2n(Ω))

1# 	)$ 	5%&
V0


L2n(Ω)
1#05# 
+ %13 %# +)ﬃ	?%1
V
 #-,(#5 
R
 5 % 
%1+0	?  ;#0# )	*#  	 1#+55L

ﬃ	 $ﬃﬃ	?%#")	*#02   	)
f = fv

f = fa
&

ﬂ	
¤EYﬃZp^ \y qVqGori+ibo]mors >y jlqjlZp^´qG\^´qG py q  qtibojlorqt
,
¤ \¤
         

 # ﬂ     #  #  
 )       
¼{
>\
sro

jlorqGqGjlZ\^
\y
^ﬂ¡QorqGw\i^ﬂ Vjl^
\iborqGoi+jlZ\^'·qGsrsqJ¥+or\u\¤°qG\ibor|\^
y{m>y
jlojloqGqG
Ω
orhjlq
P
ibw\n
y
^
uGorqtpi
Ωi, i = 1, . . . , P
¤
/
^

ibibw\]m^ﬃjlZ

jEjlZ\^
Ωi
i
>y
^ﬃ
srqGib^
|H¢7Z\^
p
^ﬃ
qG]

ﬂj,¢hibwQnpib^
jliEqG
Ω
orhjl^
y
ib^
ﬂjlor\u

sqG\u

o^,
^ﬂ¥+orib^
y
^,uGw\s
>y

w
y
¡h^,i
¤YﬃZ\^
ib^ﬀ,w
y
¡h^
i+·q
y
]

ib^ﬂj+qG

^
n=^
ibuGw\^ﬀ]^

ibw
y
^
qG
Ω
¤
/
^ﬀ
qG\ibor|\^
y
srq7

ssg.Z\qG]qGuG^
p^
qGw\i+o

wQj+,w
yby
^
7j+·w\pﬂjlorqtpi
Iext(r, t) =
P∑
k=1
1Ωk(r)I
k
ext(t),
¸¬VB¹
¥+Zp^
y
^+jlZp^
P
w\\
jloqG\i
Ikext(t)
>y
^{
qGhjlor7w\qGw\iﬃqGibqG]m^
srqtib^,|ohjl^
y
¡

s
J

qGhj

or\opuV¤¦ajlZ\^
nHq
y
|p^
y
n=^
j©¥¦^
^,)j©¥¦q

|>z


^
7j
y
^
uGorqtpijlZ\^®¡

srw\^qG
Iext(r, t)
ori'w\\|p^ﬂp\^,|H¤e7or\
^®jlZpoi'ib^ﬂjqG
nHq
y
|p^
y
iNoiqGHﬀ]^

ibw
y
^t¢7jlZp^+·wp\ﬂjlorqG\iN|\^ﬂpp^
|®n7g¸¬QJ¹
>y
^+o
L2n(Ω)

j^

Z®jlo]m^+or\ikj

hj,¤
/
^

ibibw\]m^´jlZ

j&jlZ\^ﬀ
qG\\^,ﬂjlo¡Qo¨j©g]

j
y
o 
W
i

jlorikp^
i+jlZ\^´qGssrqJ¥+o\um,qtp|\o¨jlorqG\i
∫
Ωk
W(r, r′, t) dr′ =
P∑
i=1
1Ωi(r)Wik(t) k = 1, · · · , P.
¸¬Gh¹
YﬃZp^
ib^,qG\|\ojloqG\i
>y
^



sqGuGqGw\ijlq¸kGB¹¤¼dsrqV

ssg®Z\qG]mqtuG^,\^
qGw\i¦ibqGswQjlorqGqtN¸¬G¹Eq
y
¸ût¹E

®n=^
¥
y
ojbjl^

V(r, t) =
P∑
i=1
1Ωi(r)Vi(t),
¥+Zp^
y
^jlZp^w\\
jloqG\i
Vi
i

jloib·gjlZ\^´qGssrqJ¥+opumikgQikjl^
] qtq
y
|\or
>y
g|po¨­=^
y
^
hjlo

sU^,v7w

jlorqG\i
V′i(t) = −LVi(t) +
P∑
k=1
Wik(t)S(Vk(t)) + I
i
ext(t),
¸¬
,
¹
ôô ÚﬃMpåﬂñJélñ
G
'>% #+ 0
2 #  	ﬁﬃ #
q y jlZ\^¡hqGsj  uG^
ª2n  ib^
|]mqV|\^
s  p|
V′i(t) = −LVi(t) + S
(
P∑
k=1
Wik(t)Vk(t) + I
i
ext(t)
)
,
¸¬>7¹
q y jlZ\^  ﬂjlo¡Voj©gVª2n  ib^
|]mqV|\^
s2¤YﬃZ\^m
qG\|\ojloqG\i´q y jlZp^^
 Vorikjl^
p
^  p|w\\oèvhwp^
\^,ibi´qG  srqV  ssg
Zpqt]mqGuG^
\^,qGw\i&ibqGsrwQjlorqt >y ^´uGo¡h^
ojlZ\^´qGssrqJ¥+o\umjlZ\^
q y ^,].¢    sqGumjlqjlZp^
q y ^
]
,
¤?GV§

À7Ä  À 
  	
 
	@1#J# .ﬃ#00ﬃ	L%&0#+
Ikext(t), k = 1, · · · , P
1#J5#) $ "24ﬃ0 .#+
Wik(t), i, k = 1, · · · , P 5#5
3%%&+ +)24#4	*+)#5J # $ﬃ	 J 5 
    71#0 	)ﬃ	 	
+)#)+ 	
P
$#5)0+
Uk0 , k = 1, · · · , P
	
Rn
(1##@# .ﬃ +0+$%1 %#$+)ﬃ	?%1
(U1(t), · · · ,UP (t))
	 

   
 
 # ,(#5   +5% # $ﬃ	
J0
	
J
5
3
  

+%0 1ﬃ
Uk(0) = U
k
0 , k =
1, · · · , P &

ﬂ	
¤EYﬃZp^´ikgQikjl^
] ¸¬
,
¹  .n=^´¥ y o¨jbjl^,ojlZ\^´q y ]
V ′(t) = −LV(t) +W(t)S(V(t)) + Iext(t), ¸¬ﬃGh¹
¥+Zp^
y
^ V ori{jlZ\^ nP |\or]m^
\iborqG  s¡G^,ﬂjlq y
 V1¤¤¤
VP
 ¢ Iext =
 I
1
ext
¤
¤
¤
IPext
 ¢ S(X ) =
 S(X1)¤¤¤
S(XP )
 ¢
W oriNjlZ\^+npsqV£m]  j y o  (Wik)i,k  \| L oriNjlZ\^+npsrqVl£m|\o  uGqG  s]  j y o ¥+Z\qGib^|\o  uGqG  s^,s^,]m^
hjli
>y
^

ss^,v7w

sXjlq
L
¤YﬃZ\^,¥¦^
>y
^|p^

sor\u¥+ojlZ


s

ibibo

sopo¨jlo

sX¡

srw\^
\y
qtnpsr^
] qGE|\or]^,\iborqt
nP

p|mjlZ\^
\y
qVqG=qGH^ﬂ Qoikjl^,\
^

p|®w\porv7w\^,\^
ibioiibor]mos
>y
jlqﬀjlZ\^qtp^+qG@jlZ\^,q
y
^,]
,
¤?GV¤¼dibo]mors
>y
py
q7qG

n=^´¥
y
o¨jbjl^,.orjlZ\^´

ib^´qGikgQikjl^,]$¸¬>7¹¤
¼{u

orH¢=or Iext  \| W >y ^',qt7jlo7wpqtwpiqG R ¢@jlZ\^'^
 Qoikjl^,\
^  \|¯w\\oèv7w\^
\^,ibi y ^,ibw\sj^ﬂ Vjl^
\|pi
jlqjlZ\^¥+Z\qGsr^´jlo]m^ﬀsor\^
R
¤
½
¡Vor\u
\y
qJ¡h^
|^ﬂ Qoikjl^,\
^

\|w\\oèvhwp^
\^,ibiqG

sqV

srs¨gZ\qG]mqGuG^
\^,qtwpiibqGswQjlorqG¥¦^
qG\ibor|\^
y
jlZp^
\y
qtnpsr^
]³qG+Z
>y

jl^
y
or¶
or\u¯ojliikj

nosro¨j©gh¤«YﬃZ\^.]m^ﬂjlZpq7| orijlZ\^.i

]m^

io ib^,ﬂjlorqt GV¤
/
^
,qG\ibo|p^
y
jlZ\^ibwQnib^ﬂj,¢@\qtjl^
| GPc
¢@qGjlZ\^·wp\ﬂjlorqG\i+jlZ

j
>y
^,qG\ikj

hj{ojlZ\^'ohjl^
y
oq
y
◦
Ωi
qG^

Z
y
^,uGoqG
Ωi, i = 1, · · · , P ¸jlZp^orhjl^ y orq y
◦
A
qt

ibw\npib^ﬂj
A
ori´|p^ﬂp\^,|

ijlZ\^nouGuG^
ikjﬀq

^
ibw\npib^ﬂj
or\,sw\|p^
|o
A
¹¤
/
^ﬀZ

¡G^´jlZp^´qtsrsrq,¥+or\u®s^,]]

jlZ

j&^
Z\qV^
i+s^,]m]

GV¤è
NÀ
ﬂ
   GPc
 +  52#"	*#)# 	?
#5 +%0+ "5# 	
L2n(Ω)
&  1#;1 ﬃ	 "   #5 "#ﬃ
PGPc
	52
L2n(Ω)
 GPc
 + #-,(#5 0
PGPc (x)(r) = xP =
P∑
k=1
1Ωk(r)
1
|Ωk|
∫
Ωk
x(r′) dr′
 1# 1  =ﬃ	;52"	ﬁ#02 #0 GP ⊥c
	 GPc

+"1# +5%+)# 	 	5%&) + 	
L2n(Ω)
1ﬃ$1 $ﬃ# 
ﬀﬂ# $#  =#$
 #50
Ωi, i = 1, · · · , P & 1#1  =ﬃ	 "   #)  "#ﬃ PGP ⊥c

+@# %ﬃ	 
Id− PGPc
& (#ﬃ	?+)41 $#
PGP ⊥c Mx = MPGP ⊥c x ∀x ∈ L2n(Ω), M ∈Mn×n
¸¬GG¹
ÙóôUÙÝ
 
	
 ﬁﬀﬂﬃ 
"!$#%&ﬃ	'(#)	*+
h

ﬂ	
¤EYﬃZp^ \y qVqGqGjlZ\ori&sr^
]m]  ori&ibo]mors >y jlqjlZ\^ﬀqG\^´qGs^,]]  G7¤èt¤
/ ^Z  ¡h^´jlZ\^ﬀ·qGsrsqJ¥+or\ujlZp^
q y ^
]¢p
q yby ^
i  qG\|po\umjlqjlZ\^
q y ^
]mi;GV¤Ê  \| GV¤
,
¤

À7Ä  À 
     
	
W
+)ﬃ
+ ,L#+
 
 L@+5%   # 5
 	 1# +00	? 	  	*ﬂ5ﬃ	 	? 124 
 =##5%1+7+)ﬃ	?%3       5#0+ "#5)%$ﬃ#	     
+ 1ﬃ 1# 02 ‖gL ∗m ‖GP ⊥c
 5#0+ "#5)%$ﬃ#	 ‖hLm‖GP ⊥c

	@1# #+50)   GP ⊥c
	@1# 52#")  "#05ﬃ
gL ∗m
#0+ "#5)%$ﬃ#)	?
hLm
 #4	*#0+5+1

	)
ﬃ	 	
t ∈ J &

ﬂ	
¤EYﬃZp^ \y qVqGikj y orﬂjlsgqGssrqJ¥+iﬃjlZ\^ﬀsor\^,i&qGjlZ\^´qG\^,i&qGjlZ\^
q y ^
]mi;GV¤Ê  \| GV¤
,
¤
YﬃZpoi+oi&j y w\^´q y ^ﬂ¡h^ y g >y jlo¨jlorqGqG
Ω
jlZp^ y ^
q y ^¥¦^ﬀZ  ¡G^´jlZp^´qtsrsrq,¥+or\u
	  Ä
Ä     Äﬃ
   
	J1#  "#ﬃ
gL ∗m
#+ "#5 $ﬃ#	?
hLm
 +)ﬃ + , #0+ 1# 5
 	J1#5#02
 
&

#0+ "#5)%$ﬃ#)	? 	 1#5#02
 
&    1#0 	@# $ﬃ#00 "  	
Ω
 05#0+ "
   	*ﬂ5ﬃ	 	? 124 
 =##5%1+ 0%10#  
W
+)ﬃ
+ 	5ﬃ    
 
  1# 	*ﬂ5ﬃ	 	? 12   ##5%&+7+ﬃ	%1	   #+ "#5 $#)	?
    + +0	ﬁ# &

ﬂ	
¤ `ûjori
sr^ >y jlZ  j Gc ⊂ GPc
¢jlZ\^ y ^
q y ^ GP ⊥c ⊂ G⊥c
 \| ‖gL ∗m ‖GP ⊥c ≤ ‖gL ∗m ‖G⊥c
¸
y
^,i

^

jlo¨¡h^,s¨g ‖hLm‖GP ⊥c ≤ ‖hLm‖G⊥c
¹¤

qtjl^jlZ

j^
¡G^, or
qG\|po¨jlorqG ¸¬Gh¹ori\qtji

jlorikp^
| n7g
W
¢&o2¤ ^G¤dor{¥¦^|\q«\qtjuGw
>y
hjl^,^jlZ\^
^
 Qoikjl^,\
^qG

srqV

ssg Z\qG]mqGuG^
\^,qtwpi®ibqGsrwQjloqG q
y
uGo¡G^,
>y
jlojloqG*qG
Ω
¢¥¦^ikjlosrs+Z

¡h^jlZ\^
y
^,ibw\sjjlZ

j,¢QuGo¨¡h^,®jlZ

j¦jlZ\^{q

^
y
jlq
y
gL ∗m
¸
y
^,i

^

jlo¨¡h^,s¨g
hLm
¹:i

jloikp^,ijlZ\^{,qtp|\o¨jlorqGqGHjlZ\^,q
y
^
]
GV¤ ¸
y
^,i

^

jlo¨¡h^
sgﬀqGQjlZ\^
q
y
^,] GV¤
,
¹¢>jlZ\^

ib^
w\|pqNsrq7

ssgﬀZ\qG]qGuG^
p^
qGw\iibqGswQjlorqG\i
¢G
q
yby
^
i

qG\|po\u
jlq

sqV

srsgZ\qG]mqGuG^
\^,qtwpior

wQj¦,w
yby
^
7j,¢
>y
^ikj

nps^G¤E¼ 7w\]m^
y
o

s@^ﬂ 

]

sr^oriuto¡h^
®n=^
srqJ¥ﬀ¢Vib^
^
utw
y
^m
,
¤

!$%  #&E
'	M# .  	
#+-
/
^
qG\ibor|\^
y
j©¥¦q ¸
n = 2
¹'qG\^ﬂª¬|po]m^
piboqG

s'¸
q = 1
¹

q

w\s

jlorqG\i®qG{\^
w
y
qtpi
¢

q

wps

jlorqt 
nH^
or\u®^ﬂ Q
oj

jlq
y
g

\|

q

w\s

jloqG¯mopZ\o¨no¨jlq
y
gG¤+YﬃZ\^ib^ﬂj
Ω
oriibo]

sgjlZ\^
srqGib^
|orhjl^
y
¡

s
[0, 1]
¤
/
^ﬀ\qtjl^
x
jlZ\^i

jlo

sX¡
>y
o

npsr^

p|
f
jlZ\^ﬀi
@
jlo

sX
y
^,v7w\^,\ﬂg.¡
By
o

npsr^t¤
/
^ﬀ,qG\ibo|p^
y


w\ibibo


w\\
jloqG\i
¢@pq>jl^,|
Gij(x), i, j = 1, 2
¢@
y
qG] ¥+Z\orZ¥¦^|\^ﬂ\^ﬀjlZ\^,qG\\^

jlo¨¡Qoj©g.w\\
jloqG\i
¤
½
^
\,^
¥¦^Z

¡h^
Gij = G(0, σij) ¤ / ^
qG\ibor|\^ y jlZ y ^,^.  ib^
i
¤ `© jlZp^ y ikj®  ib^¥¦^  ibibw\]m^jlZ  jjlZ\^
,qG\\^

jlo¨¡Qoj©g]

j
y
o oriﬀj
y
\ibs

jlorqG)orh¡
>y
o

hj.¸4ib^
^®ib^,ﬂjlorqG\i\¤Ê

\| GV¤Êh¹¤.`©MjlZ\^ib^
,qG\|)

ib^
¥¦^
y
^,s

 jlZ\oi

ibibwp]

jloqG

p|¯ikjlw\|QgjlZp^ikj

nosro¨j©gqGEjlZp^Z\qG]qGuG^
p^
qGw\i´ibqGswQjlorqG\i
¤'YﬃZ\^jlZ\o
y
|


ib^t¢Vp

srs¨gh¢V,qJ¡G^
y
ijlZ\^{

ib^{qGHjlZp^{sqV

srs¨gZ\qG]mqtuG^,\^
qGw\i¦ibqGsrwQjlorqtpi

\|jlZ\^,o
y
ikj

nporsoj©gG¤:`©®jlZpoi
ib^,ﬂjlorqG.¥¦^´Z

¡h^
S1(x) = S2(x) = 1/(1 + e
−x)
¤

 	
      ﬂ

/
^¦|p^ﬂp\^
Wij(x, x
′) = αij Gij(x−x′) ¢G¥+Z\^ y ^ﬃjlZ\^ αij i >y ^  qtibojlo¡G^ﬃ¥¦^,ouGZhjli
¤:YﬃZ\^ﬃ,qtp\^

jlo¨¡Qoj©g
w\\
jloqG\i

\|jlZ\^,o
y 
qGw
y
o^
y
j
y
\ibq
y
]mi
>y
^jlZp^
uGo¡G^,n7g
Wij(x) =
αij√
2piσ2ij
e
−
x2
2σ2ij W˜ij(f) = αije
−2pi2f2σ2ij
ôô ÚﬃMpåﬂñJélñ
DC
'>% #+ 0
2 #  	ﬁﬃ #
YﬃZp^´]  j y o,^
i
W(x)
 \|
W˜(f)
  .n=^¥ y ojbjl^
 
W(x) =

α11√
2piσ211
e
−
x2
2σ211 − α12√
2piσ212
e
−
x2
2σ212
α21√
2piσ221
e
−
x2
2σ221 − α22√
2piσ222
e
−
x2
2σ222

W˜(f) =
[
α11e
−2pi2f2σ211 −α12e−2pi
2f2σ212
α21e
−2pi2f2σ221 −α22e−2pi
2f2σ222
]
YﬃZp^ y ^
q y ^¥¦^´Z  ¡h^
W˜Lcm(f) =
[
α11S
′
1mτ1e
−2pi2f2σ211 −α12S′2m
√
τ1τ2e
−2pi2f2σ212
α21S
′
1m
√
τ1τ2e
−2pi2f2σ221 −α22S′2mτ2e−2pi
2f2σ222
]
,

\|
W˜
LT
cm (f)W˜
L
cm(f)
def
= XLcm(f) =
[
A C
C B
]
,
¥+Zp^
y
^
A = S
′ 2
1 τ1
(
α211τ1e
−4pi2σ211f
2
+ α221τ2e
−4pi2σ221f
2
)
B = S
′ 2
2 τ2
(
α222τ2e
−4pi2σ222f
2
+ α212τ1e
−4pi2σ212f
2
)
,

\|
C = −S′1S
′
2
√
τ1τ2
(
α21α22τ2e
−2pi2(σ221 + σ
2
22)f
2
+ α12α11τ1e
−2pi2(σ212 + σ
2
11)f
2
)
_¦g 
qG\ikj
y
w\
jloqG jlZp^.^,ouG^
7¡

swp^
iqG+jlZ\ori]

j
y
o 
>y
^

qtibojlo¡G^G¢NjlZ\^.s
>y
uG^
ikj®qG\^G¢
λmax
¢Nn=^
or\u
uGo¡h^
.n7g
λmax =
1
2
(
A+B +
√
(A−B)2 + 4C2
)
`©7j
y
q7|pw\
or\u.jlZ\^
>y
]m^ﬂjl^
y
i
A1 = (τ1S
′
1α11)
2 ¢ A2 = (τ2S
′
2α22)
2 ¢ r = τ1/τ2
¢
x1 = α21/α11
¢
x2 = α12/α22
¥¦^ﬀ


y
^ﬂ¥
y
ojl^
A
¢
B

\|
C

i+qtsrsrq,¥+i
A = A1
(
e−4pi
2σ211f
2
+
x21
r
e−4pi
2σ221f
2
)
B = A2
(
e−4pi
2σ222f
2
+ rx22e
−4pi2σ212f
2
)
,

ÕÈÊýﬂÚJÌﬂÍ2Õð¨ÌﬂÍUÉ¬ÈÊÛ¦ÐBÒÊÈÊãkÈ ÑÓ¦Ñ¬ÇBÕEãÜÌﬂÚﬂüﬂÌﬂÒÊÔJÑ¬ÈÊÌÚËXÈ Ñ¬Ç+Ñ¬ÇBÕ:äBÌﬂÔBÍ2ÈÊÕÜÍHÑ¬Í2ÏﬂÚJÉ¬ð¨ÌÍ2Û Ìð 1[−1,1](x) ò
ÙóôUÙÝ
 
	
 ﬁﬀﬂﬃ 
"!$#%&ﬃ	'(#)	*+
DB
 \|
C = −
√
A1A2
(
x1√
r
e−2pi
2(σ221 + σ
2
22)f
2
+ x2
√
re−2pi
2(σ212 + σ
2
11)f
2
)
YﬃZp^:\^
,^
ibi >y g  p|ﬀibwQº®,o^,hj,qtp|\o¨jlorqG´jlZ  jXjlZ\^:^
oruG^
h¡  sw\^,i >y ^:sr^
ibiXjlZ  ®:·q y ss
f
oiXjlZ\^ y ^,·q y ^
c(f)
def
= 2−A−B −
√
(A−B)2 + 4C2 > 0 ∀f ¸¬GG¹
`ûj¦|p^  ^,\|\i¦qGjlZ\^i @ jlo  s= y ^Jvhwp^
\
g
f
 \|jlZ\^{\or\^ @By ]m^ﬂjl^ y i
A1
¢
A2
¢
x1
¢
x2
¢
r
¢  \|
σ
¢VjlZ\^
2× 2 ]  j y o  σij , i, j = 1, 2 ¤
/ ^+Z  ¡G^ibqts¡h^
|^,v7w  jlorqt¸¬h¹qG
Ω = [0, 1]
¤ / ^+Z  ¡h^+i  ]  sr^
|®jlZ\^+orhjl^ y ¡  s\¥+ojlZ,t  qGorhjli
,q yby ^
i  qG\|\or\u´jlq®
G´\^,w y sp]  ibib^,i
¤EYﬃZp^&or  wQj
Iext
ori:^Jvhw  s\jlq
[W1(t),W2(t)]
T ¢h¥+Z\^ y ^ﬃ¥+Z\^ y ^
jlZp^
Wi(t)
i
¢
i = 1, 2
>y ^ y ^  sor¶  jlorqtpiqt&or\|\^  ^
p|\^
hj_ y q,¥+po  H / o^,\^ y\y qV
^
ibib^,iibZ\qJ¥+ or
utw y ^V¤ / ^£Q\qJ¥ jlZ  jjlZp^.ibqtsrwQjlorqG oim\qtjmZ\qG]qGuG^
p^
qGw\imq y jlZp^ y ^  ibqG\im^
   qtib^,|  n=qJ¡h^t¤
W1(t)
W2(t)
 
–2
–1.5
–1
–0.5
0
0.5
1
10 20 30 40 50 60

oruGw
y
^7§YﬃZ\^j©¥¦q
qVq
y
|\or

jl^
i´qGNjlZ\^mo

wQj
Iext(t)
>y
^
y
^

sor¶

jlorqG\i´qGor\|\^

^
\|\^,hj
/
or^
\^
y
py
q7,^
ibib^,i
¤
YﬃZpoiﬀoiﬀosrswpikj
y
jl^,|opuGw
y
^
,
¤YﬃZ\^mo\ojlo

sE,qG\|\ojloqG\i
By
^mZ\qG]qGuG^
p^
qGw\i

\|M^,v7w

sjlq.^,o¨jlZ\^
y
(0, 0)
q
y
(1,−1) q y' srs:\^
w y s:]  ibib^,iikj  jl^¡G^,ﬂjlq y i V ¤YﬃZ\^mpuGw y ^®ibZ\qJ¥+i´jlZ\^®ikj  nposroj©g¯qG
jlZp^´
y
ikj{
qVq
y
|\o

jl^qGjlZ\^ﬀibqGsrwQjlorqtq
y
qG\^qtjlZ\^Z7w\p|
y
^
|\^
w
y
sX]

ibib^
i
§ﬃibqGswQjlorqG\i+n=^
,qG]^
or|\^,hjlo

sEor\|\^

^
\|p^
hjlsgqtjlZ\^mor\o¨jlo

s:
qG\|po¨jlorqG\i
¤YﬃZ\^nHq>jbjlqG]±qGjlZ\^puGw
y
^®ibZ\qJ¥+iﬀjlZ\^

srqtj
qGjlZ\^·wp\ﬂjlorqG
c
|p^ﬂp\^,|o ¸¬ht¹

i

w\\
jloqGqGjlZ\^i

jlo

s
y
^Jvhwp^
\
g
f
¤&YﬃZ\^
qG\ikj
y
orhj{oi
ôô ÚﬃMpåﬂñJélñ
,
'>% #+ 0
2 #  	ﬁﬃ #
V1(10,t), V1(10,0)=0
V1(100,t), V1(100,0)=0
 
–2
–1.5
–1
–0.5
0
0.5
5 10 15 20 25 30
t
V2(10,t), V2(10,0)=0
V2(100,t), V2(100,0)=0
 
–0.8
–0.6
–0.4
–0.2
0
0.2
0.4
0.6
5 10 15 20 25 30
t
 oruGw y ^
,
§U¼{ﬀosrsrw\ikj y jloqGﬀqG7jlZ\^E  ﬂjUjlZ  jU¥+Z\^,´jlZ\^E,qG\\^

jlo¨¡Qoj©g{]  j y o¨ oriUj y \ibs  jloqGﬀoh¡ >y o  hj
jlZp^ y ^:|\qV^
iU\qtj^ﬂ QorikjXorﬀut^,\^ y s  Z\qG]qGuG^
p^
qGw\iXibqGsrwQjlorqtU§UjlZ\^:\^
w y sh]  ibib^,i|\q&pq>jikgVpZ y qG\or¶
^G¤
YﬃZp^sr^
·jlZ  \|u y> ZibZ\qJ¥+ijlZp^ y ikj¦,qVq y |po  jl^{qtUjlZ\^ibqGsrwQjloqG¥+Z\^,®jlZp^{o  wQj  \|jlZ\^{opo¨jlo  s
,qG\|\ojloqG\i
>y
^NZpqt]mqGuG^
\^,qGw\i
¤YﬃZp^
y
orutZ7jlZ

\|'u
y>
Z'ibZ\qJ¥+ijlZp^:i

]m^q
y
jlZp^Nib^
,qG\|
qVq
y
|\or

jl^t¤
i

jlorikp^
|q
y
srsU
y
^Jvhwp^
\,o^,i
¤NYﬃZ\^
>y
]m^ﬂjl^
y
i
>y
^
α =
[
2 1.414
1.414 2
]
σ =
[
1 0.1
0.1 1
]
S′1m = S
′
2m = 0.25 τ1 = τ2 = 1
/
^ibZpq,¥ o.utw
y
^ G



ib^¥+Zp^
y
^jlZp^´ikj

nporsoj©g.oi+sqGikj,¤NYﬃZ\^´¡

sw\^,i&qGXjlZ\^
>y
]^
jl^
y
i
>y
^
α =
[
565.7 565.7
565.7 565.7
]
σ =
[
0.01 0.01
0.1 0.1
]
S′1m = S
′
2m = 0.25 τ1 = τ2 = 1
YﬃZp^n=qtjbjlqG] qGNjlZ\^utw
y
^ibZpq,¥+iﬀjlZ\^

sqtjﬀqGNjlZ\^m·w\pﬂjlorqt
c
|\^
p\^
|Mor*¸¬hG¹

i

w\\ﬂjlorqGqG
jlZp^i
@
jlo

sU
y
^,v7w\^
pﬂg
f
¤NYﬃZ\^ﬀ
qG\ikj
y
orhj+oi+\qtj+i

jloik^
|

j+sqJ¥ i

jlo

sU
y
^,v7w\^,\
or^
i
¤

      

  # '  #
`©'jlZ\^
\y
^
¡VorqGw\i

ib^jlZ\^j
y
\ibs

jlorqG'orh¡
>y
o

p
^¦qt\jlZ\^,qG\\^

jlo¨¡Qoj©gﬀ]

j
y
o ·q
y
npor|jlZp^^
 Vorikjl^
p
^
qGHZ\qG]mqGuG^
\^,qtwpiibqGsrwQjloqG\i
¤
/
^

qtn\j

or


qG\\^,ﬂjlo¡Voj©gm]

j
y
o ®i

jlorib·gVor\u'
qG\|po¨jlorqG¯¸kGJ¹n7g
|p^ﬂp\or\u
Wij(x, x
′) = ααij
Gij(x− x′)∫ 1
0
Gij(x− y) dy
i, j = 1, 2,
¥+Zp^
y
^
α

\|jlZ\^
αij
i
>y
^m
qG\p^
ﬂjlo¡Qo¨j©g¥¦^,ouGZhjli
¤mYﬃZp^
ib^m·wp\ﬂjlorqG\i
>y
^¥¦^,ssE|\^
p\^,|ibor\
^jlZ\^
|p^
\qG]mo

jlq
y
oi\^
¡h^
y
^Jv7w

sGjlq

\|ﬀjlZ\^
y
^
ibw\sjlopu+,qG\\^

jlo¨¡Qoj©g]

j
y
o orio
L22×2([0, 1]×[0, 1])
¤
`ûjoriibZ\qJ¥+ or puGw
y
^V¤«YﬃZ\^¡

srw\^
iqGﬃjlZ\^
@By
]m^ﬂjl^
y
i
>y
^.uGo¡G^, od¸¬DCG¹¤
xEy
q

qGibojloqG 7¤
,
uGw
>y
hjl^,^
i+jlZ\^^ﬂ Qoikjl^,\
^

\|w\\oèv7w\^
p^
ibiqG

Z\qG]mqGut^,\^
qGw\i{ibqGswQjlorqG·q
y
opo¨jlo

sU,qG\|\ojloqG
or
L22(Ω)
¤¼&,
q
y
|\or\ujlqjlZp^
q
y
^
] GV¤ V¢

ibwQº®,o^,hjﬀ,qtp|\o¨jlorqG·q
y
jlZpoi´ibqGsw\jloqG¯jlqn=^ikj

nps^moi
jlZ

j ‖gL ∗m ‖G⊥c < 1
¤
ÙóôUÙÝ
 
	
 ﬁﬀﬂﬃ 
"!$#%&ﬃ	'(#)	*+ ,

V1(50,t), V1(50,0)=0
V1(50,t), V1(50,0)=1
 
–2
–1.5
–1
–0.5
0
0.5
1
5 10 15 20 25 30
t
V2(50,t), V2(50,0)=0
V2(50,t), V2(50,0)=–1
 
–1
–0.8
–0.6
–0.4
–0.2
0
0.2
0.4
0.6
0.8
5 10 15 20 25 30
t
c(f)
 
0.6
0.8
1
1.2
1.4
1.6
1.8
2
–10 –8 –6 –4 –2 0 2 4 6 8 10
f

oruGw
y
^´Q§:¼{.orsrsw\ikj
y
jlorqG.qGXjlZ\^ikj

nporsro¨j©gqGXjlZ\^j©¥¦q
qVq
y
|\or

jl^
iﬃqGXjlZ\^´ibqtsrwQjlorqG.¥+o¨jlZ
y
^,i

^

j
jlqjlZ\^ﬃZ\qGor
^ﬃqGpjlZ\^ﬃor\ojlo

sQ
qG\|po¨jlorqGH¤
~
^,ibw\s¨jli
>y
^ﬃibZ\qJ¥+m·q
y
jlZ\^ﬃ\^,w
y
sQ]

ibi GtQ¤YﬃZ\^&·wp\ﬂjlorqG
c(f)
|\^
p\^,|or«¸¬ht¹ori&ibZ\qJ¥+

j&jlZ\^nHq>jbjlqG]¤E`ûj+ori

qGibo¨jlo¡h^´q
y
srsUi

jlo

sX
y
^Jvhwp^
\,o^,i
f
¤
/
^Z

¡h^{ibqGs¡G^,|^,v7w

jloqG¸¬G¹Eor
Ω = [0, 1]
¤
/
^Z

¡h^{i

]

s^,|jlZ\^{orhjl^
y
¡

sp¥+ojlZ,G

qGorhjli
,q
yby
^
i

qG\|\or\u'jlq,G
qGsrw\]m\i

\|ibqGs¨¡h^
|jlZ\^
y
^
ibw\sjlor\uikgQikjl^
] qGB =,Gq
y
|\o
By
g|\o­=^
y
^,hjlo

s
^Jv7w

jloqG\i&w\ibor\u4E
>
s^G¤NYﬃZ\^
>y
]m^ﬂjl^
y
i
>y
^
α =
[
5.20 5.20
2.09 2.09
]
σ =
[
0.1 0.1
1 1
]
τ1 = τ2 = 1 α = 1/20
¸¬DCh¹

q
y
jlZp^
ib^¦¡

srw\^
i¥¦^ﬃZ

¡h^ ‖gL ∗m ‖G⊥c ' 0.01
¤¼{ssQq

^
y
jlq
y
pq
y
]miEZ

¡G^¦n=^,^
,qt]

w\jl^
|w\ibopu{jlZ\^
]m^
jlZ\qV||\^,ib
y
on=^
|or
>\
^
p|\o¨ ¼'¤&YﬃZ\^'o\ojlo

s
qG\|\ojlorqtpi
>y
^|
y
¥+
y
\|\qG]ms¨g

\|or\|\^

^
Qª
|p^
hjlsgﬀ
y
qG] jlZ\^wp\oq
y
] |\orikj
y
o¨npw\jloqGqG
[−2, 2] ¤YﬃZ\^or  w\j Iext(t) oi^Jv7w  shjlq [W1(t),W2(t)]T ¢
¥+Zp^
y
^¦jlZp^
Wi(t)
i
¢
i = 1, 2
>y
^
y
^

sor¶

jlorqG\iEqG@op|\^

^,\|\^,hj:_
y
q,¥+po

H
/
o^,\^
y:\y
qV
^,ibib^
i:ibZ\qJ¥+
or.puGw
y
^'V¤
/
^ibZpq,¥ o puGw
y
^jlZ\^ikgQ\Z
y
qG\or¶

jloqG qt´·qGw
y
¸47w\]n=^
y
i,V¢GV¢+
,

\| B>7¹qG{jlZ\^
ZVw\\|
y
^,|p^
w
y
s@]

ibib^,i
¤:`©=¥¦^{o\
y
^

ib^+jlZp^+¡

srw\^qG
α
¢VjlZ\^ibwQº®
or^
hjﬃ
qG\|\ojlorqt¥+orss@^ﬂ¡h^,hjlw

ssg
ôô ÚﬃMpåﬂñJélñ
,
'>% #+ 0
2 #  	ﬁﬃ #
V1(50,t), V1(50,0)=0
V1(50,t), V1(50,0)=1
 
0
20
40
60
80
5 10 15 20 25 30
t
V2(50,t), V2(50,0)=0
V2(50,t), V2(50,0)=–1
 
–1
0
1
2
3
4
5 10 15 20 25 30
t
c(f)
 
–160000
–140000
–120000
–100000
–80000
–60000
–40000
–20000
–60 –40 –20 20 40 60
f

oruGw
y
^ GV§N¼{osrswpikj
y
jlorqGqGjlZ\^ﬀs

l£qGikj

nporsoj©g.qGjlZp^´j©¥¦q®
qVq
y
|\o

jl^,i&qGjlZp^ﬀibqtsrwQjlorqG¥+ojlZ
y
^,i

^

jNjlqﬀjlZp^Zpqtor
^{qG=jlZ\^{opo¨jlo

s,qtp|\o¨jlorqGH¤
~
^
ibwps¨jli
>y
^ibZ\qJ¥+·q
y
jlZ\^{\^
w
y
s@]

ibi GtV¤:YﬃZ\^
w\\
jloqG
c(f)
|\^
p\^
|Mor ¸¬ht¹oriﬀibZ\qJ¥+

j´jlZp^nHq>jbjlqG]¤`ûjﬀoriﬀ\^,u

jlo¡h^·q
y'y
\uG^qGi

jlo

s

y
^,v7w\^,\
or^
i
f
¤
pq>jﬀnH^®i

jlorikp^,|

\|M¥¦^®]

gnH^

npsr^mjlq¥+ojl\^
ibis

l£qG¦ikgQ\Z
y
qtpo¶

jlorqGH¤YﬃZ\orioiibZ\qJ¥+)or
utw
y
^$C·q
y
α = 15

q
yby
^
i

qtp|\opujlq

q

^
y
jlq
y
\q
y
] ‖gL ∗m ‖G⊥c ' 2.62
¤
ÙóôUÙÝ
 
	
 ﬁﬀﬂﬃ 
"!$#%&ﬃ	'(#)	*+ ,D,
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
x
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
y
0
100
200
300
400
500
600
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
x
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
y
0
100
200
300
400
500
600
00.20.40.60.81 x
0
0.5
1
y
24
26
28
30
32
34
36
00.20.40.60.81 x
0
0.5
1
y
24
26
28
30
32
34
36

oruGw
y
^'V§:YﬃZ\^ﬀqGw
y
^
sr^
]m^,hjli&qGjlZ\^´]

j
y
o 
W(x, x′)
ojlZ\^ﬀZ\qG]mqtuG^,\^
qGw\i+

ib^t¤

         

 # ﬂ     #
/
^
>y
jlojloqG
Ω = [0, 1]
orhjlq
Ω1 = [0, 1/2[

\|
Ω2 = [1/2, 1]
¤
/
^

¯qtn\j

o


qG\\^,ﬂjlo¡Qo¨j©g
]

j
y
o i

jloribègQor\um
qG\|\ojlorqt«¸¬GG¹Nn7g|\^ﬂ\opu
Wij(x, x
′) =

ααij(x, x
′) Gij(x− x
′)∫ 1/2
0
Gij(x− y) dy
, x′ ∈ Ω1
ααij(x, x
′) Gij(x− x
′)∫ 1
1/2
Gij(x− y) dy
, x′ ∈ Ω2
,
¥+ojlZ
αij(x, x
′) = αklij , x ∈ Ωk, x′ ∈ Ωl, k, l = 1, 2
¤
YﬃZp^
y
^
ibwps¨jlor\um,qG\\^

jlo¨¡Qoj©g]

j
y
o¨ .ori&or
L22×2([0, 1]× [0, 1])
¤:`ûj+ori&ibZ\qJ¥+or.utw
y
^ B7¤
YﬃZp^ﬀo

wQj
Iext(t)
ori+^Jvhw

sUjlq
[W1(t),W2(t)]
T or Ω1

\|jlq
[W3(t),W4(t)]
T or Ω2
¢p¥+Z\^
y
^´jlZ\^
Wi(t)
i
¢
i = 1, · · · , 4 By ^ y ^  sro¶  jloqG\i'qGﬃo\|p^  ^,\|\^
7j'_ y qJ¥+\o  H / or^
\^ y\y qV
^,ibib^
i'ibZ\qJ¥+«or
ôô ÚﬃMpåﬂñJélñ
,
'>% #+ 0
2 #  	ﬁﬃ #
V1(10,t)
V1(36,t)
V1(63,t)
V1(90,t)
 
–1.5
–1
–0.5
0
0.5
1
5 10 15 20 25 30t
V2(10,t)
V2(36,t)
V2(63,t)
V2(90,t)
 
–1.5
–1
–0.5
0
0.5
1
1.5
5 10 15 20 25 30
t
 oruGw y ^'h§NYﬃZ\^´ikgQ\Z y qG\or¶  jlorqGqG·qGw y qtXjlZp^Z7w\\| y ^
|\^
w y sH]  ibib^
i
¤YﬃZ\^´or  wQj+oi&ibZ\qJ¥+or
utw y ^V¤NYﬃZ\^ y ikj+,qt]  qG\^,hjli By ^ﬀibZ\qJ¥+qtjlZ\^ﬀs^,èj,¢\jlZ\^´ib^
,qG\|qtjlZ\^ y ouGZhj,¤
utw
y
^,Q¤¼&

q
y
|\or\u{jlq
\y
q

qGibo¨jlorqG®V¤
,
jlZp^
y
^ﬃ^ﬂ Qorikjli

w\porv7w\^&ibqtsrwQjlorqGjlqm¸¬G¹·q
y:
uto¡h^
opo¨jlo

s
,qG\|\ojloqGor
L22(Ω)
¤
YﬃZ\^
@By
]m^ﬂjl^
y
i
>y
^
α11 =
[
5.21 0.23
0.23 5.21
]
α12 =
[
4.98 0.34
0.34 4.98
]
α21 =
[
4.75 0.45
0.45 4.75
]
α22 =
[
5.39 0.13
0.13 5.39
]
σ =
[
0.05 0.075
0.1 0.03
]
τ1 = τ2 = 1 α = 1

q
y
jlZ\^,ib^{¡

sw\^,i¦¥¦^´Z

¡h^ ‖gL ∗m ‖GP ⊥c ' 0.23
¤NYﬃZ\^´o\ojlo

sH,qG\|\ojloqG\i
>y
^´|
y
¥+
y
\|\qG]ms¨g

p|
or\|\^

^
p|\^
hjlsg
y
qt] jlZp^&w\poq
y
]|\orikj
y
onpwQjlorqtqG
[−10, 10]  \| [−2, 2] q y Ω1  \|®qG [−20, 20]

\|
[−2, 2] ·q y Ω2 ¤
/
^ibZ\qJ¥ orutw
y
^G´jlZp^ikgQ\Z
y
qG\or¶

jloqGqGj©¥¦qp^
w
y
s]

ibib^
i¸47w\]n=^
y
i,

\|Gh¹¦or
Ω1

\|j©¥¦q\^,w
y
s]

ibib^,i¸47wp]ﬀnH^
y
i´
,

\| B>7¹ﬃor
Ω2
qGjlZ\^Z7wp\|
y
^
|¯\^
w
y
s]

ibib^
i
¤`©¥¦^
or\
y
^

ib^NjlZp^N¡

srw\^¦qG
α
¢tjlZ\^¦ibwQº®
or^
hj:
qG\|\ojloqG'¥+osrsV^
¡G^,hjlw

srs¨g'\qtjn=^¦i

jloikp^,|

\|'¥¦^¦]

gﬀn=^

npsr^jlq¥+ojl\^,ibi¦s

l£qtXikgQ\Z
y
qG\o¶

jloqGH¤NYﬃZ\oiﬃoi¦ibZpq,¥+.orutw
y
^Jq
y
α = 10
,q
yby
^,i

qG\|\or\u
jlq

q

^
y
jlq
y
\q
y
] ‖gL ∗m ‖GP ⊥c ' 2.3
¤
¼{iX]^,hjlorqtp^
|

jXjlZ\^N^
\|qGVib^

jloqG'V¤ 7¢>^
¡G^,ﬀoVjlZp^:
qG\\^,ﬂjlo¡Qo¨j©gw\\
jloqGﬀi

jloik^
iX,qG\|\ojloqG
¸kGJ¹ﬃnpwQj\qtj
qG\|\ojloqG ¸¬Gh¹

\|jlZ\^'q

^
y
jlq
y
gL ∗m
i

jlo¨^
ijlZ\^'
qG\|po¨jlorqGqGjlZ\^,q
y
^
] GV¤ nwQj
pq>j:jlZ

jNqt@jlZ\^
q
y
^
] V¤Ê{jlZ\^&^
 Qoikjl^,\
^&qt=srqV

ssgZ\qG]mqtuG^,\^
qGw\iNibqGsw\jloqG\iNori:\qtj:uGw
>y
hjl^,^
|nwQj
jlZp^
o
y
ikj

nposroj©g'oin=^,

w\ib^¦qG
\y
q

qGibo¨jlorqGm7¤¨7¤¼{iibZ\qJ¥+or'puGw
y
^
,
jlZ\^
ib^ﬃibqtsrwQjlorqG\iE

'n=^¡h^
y
g
,sqGib^&jlq´nH^
or\uﬀsrqV

srs¨gmZ\qG]mqtuG^,\^
qGw\i
¤:YﬃZ\oriNori

qtjl^,hjlo

srs¨g¡h^
y
gohjl^
y
^
ikjlor\u
y
qG] jlZ\^
>\
sro

jloqG
¡Qor^ﬂ¥

qGorhj´ibor\
^qG\^]

gi

gjlZ

j´orEjlZp^ikgQikjl^
]

|\]mo¨jli´Z\qG]mqGuG^
\^,qtwpi´ibqGsw\jloqG\i

\|or:jlZ\^
g
>y
^ikj

npsr^oj´

Z

¡h^srqV

ssgZpqt]mqGuG^
\^,qGw\i´ibqtsrwQjlorqG\i¥+o¨jlZ\qGwQj;:û£Vpq,¥+or\u<'jlZ\^
@By
jlojlorqtU¢

\|
jlZp^ﬂg
>y
^´ikj

npsr^t¤
ÙóôUÙÝ
 
	
 ﬁﬀﬂﬃ 
"!$#%&ﬃ	'(#)	*+ ,
G
V1(10,t)
V1(36,t)
V1(63,t)
V1(90,t)
 
–30
–20
–10
0
10
20
30
10 20 30 40 50 60
t
V2(10,t)
V2(36,t)
V2(63,t)
V2(90,t)
 
–2
0
2
4
10 20 30 40 50 60
t
V2(10,t)
V2(36,t)
V2(63,t)
V2(90,t)
 
–0.15
–0.1
–0.05
0
0.05
0.1
0.15
10 20 30 40 50 60t

oruGw
y
^ CV§XYﬃZp^:s

£qGVikgQ\Z
y
qG\or¶

jloqGﬀqGVqGw
y
qG7jlZ\^:Z7w\\|
y
^
|\^
w
y
sh]

ibib^
iX¥+Z\^
´jlZ\^NibwQº®
or^
hj
,qG\|\ojloqGqtXjlZp^
q
y
^
] GV¤Êoriﬃ\qtj&i

jlorikp^
|U¤NYﬃZ\^´o

wQj+oiﬃjlZ\^´i

]^

iﬃor.jlZ\^
\y
^
¡QoqGw\i&^
 

]

sr^t¤
YﬃZp^´
y
ikj{
qG]

qG\^
hjli
>y
^ibZ\qJ¥+qGjlZp^´
y
ikj
y
qJ¥ﬀ¢pjlZp^ﬀib^,
qG\|qGjlZ\^ib^
,qG\|H¤&YﬃZ\^ﬀsr^
·j+puGw
y
^
ibZpq,¥+i&jlZ\^ﬀ
qG]

s^
jl^´u
y>
Z·q
y
0 ≤ t ≤ 60s ¢QjlZ\^ y ouGZhj+puGw y ^ﬀoi  ¶
qVqG] qG 10 ≤ t ≤ 60s ¤
  
ﬀ¦	
%-ﬂ
/
^NZ

¡h^ikjlwp|\o^,|jlZ\^^ﬂ Qorikjl^
\,^t¢>wp\orv7w\^,\^
ibi
¢

\|'ikj

nposroj©gﬀ¥+o¨jlZ
y
^,i

^

jjlq+jlZ\^or\ojlo

s7,qG\|\ojloqG\i
qG

ibqGsw\jloqG)jlqj©¥¦q^ﬂ 

]

sr^
i'qG¦pqtpsor\^
>y
orhjl^
u
y
qtª¬|\o­=^
y
^,hjlo

s^,v7w

jloqG\ijlZ

j'|\^
ib
y
o¨nH^mjlZ\^
i
@
jlorqtª2jl^
]

q
y
s

ﬂjlo¡Voj©g¯qtib^ﬂjliﬀqGNp^
w
y
s:]

ibib^,i
¤®YﬃZ\^
ib^®^,v7w

jlorqtpi´orh¡hqts¡h^mi


^

\|jlor]^
ôô ÚﬃMpåﬂñJélñ
,
'>% #+ 0
2 #  	ﬁﬃ #
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
x
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1y
0
20
40
60
80
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
x
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1y
0
10
20
30
40
50
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
x0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
y
0
5
10
15
20
25
30
35
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
x
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y
0
20
40
60
80
100
120
140

ouGw
y
^ BV§NYﬃZ\^ﬀ·qGw
y
^,s^,]^,hjli+qtjlZ\^ﬀ]

j
y
o 
W(x, x′)
o.jlZp^´srq7

ssg.Z\qG]qGuG^
p^
qGw\i+

ib^t¤
¡
>y
gVor\u\¢

qtibibonpsg \qGQª¬ikgQ]]m^
j
y
oG¢+orhj
y
ª¬
q
y
jlor

s,qtp\^

jlo¨¡Qoj©g £G^
y
\^
sri
¤ °qGhj
y
onpwQjlorqtpi.
y
qG]
¥+Zpo¨jl^:]

jbjl^
y
­=^
y
^
hjli
>y
^
y
^
\y
^
ib^,hjl^
|ﬀnVg´^ﬂ Vjl^
y


sho

wQjli
¤:e7oruG]qGor|

shpqtpsor\^
>y
ojlo^,i
>y
oib^
y
qG]
jlZp^
y
^,s

jlorqG'n=^
j©¥¦^
^,

¡h^
y
uG^ﬃ]m^
]n
y
\^

q>jl^,hjlo

sri

\|mo\ikj

hj

\^,qGw\i
y
o\u
y
jl^
i
¤:YﬃZ\^ﬃohj
y
ª
,q
y
jlo

sQ,qG\\^

jlo¨¡Qoj©g'w\\ﬂjlorqG\iEZ

¡h^ﬃn=^
^,ibZpq,¥+mjlq

jlw
y
srs¨g|\^
p\^&
qG]

ﬂj:q

^
y
jlq
y
iEqGpjlZ\^
w\\
jloqG

s\i
@
,^&qG@o7jl^
y
^
ikj,¤Eµ{ibo\uﬀ]m^ﬂjlZ\qV|\i:qG@·wp\ﬂjlorqG

s



sgQiboi
¢h¥¦^&Z

¡h^+Z
>y
ﬂjl^
y
o¶,^
|jlZ\^
^
 Qoikjl^,\
^G¢Qw\\oèv7w\^
p^
ibi
¢

\|ikj

nporsro¨j©gjlqjlZ\^´or\ojlo

sU
qG\|\ojloqG\i&qG

ibqGsw\jloqGqGXjlZ\^,ib^´^,v7w

jlorqG\i
q
y
ut^,\^
y
s2¢GZ\qG]mqGut^,\^
qGw\i+¸4o4¤ ^t¤or\|\^

^
\|\^,hjEqGpjlZ\^¦i

jlo

sV¡
>y
o

npsr^B¹¢

\|srqV

srs¨g'Z\qG]mqtuG^,\^
qGw\i
or

w\jli
¤:`©

ssH

ib^,iﬃ¥¦^´Z

¡h^
py
q,¡Qor|\^
|ibwQº®
or^
hj+,qtp|\o¨jlorqG\i&q
y
jlZp^ibqGsrwQjlorqtpiﬃjlqnH^

npibqGsrwQjl^
sg
ikj

npsr^t¢tjlZ

jorijlq{i

g'or\|\^

^
\|\^,hjEqG\jlZ\^¦opo¨jlo

s7ikj

jl^¦qG\jlZ\^p^
sr|H¤EYﬃZ\^
ib^ﬃ
qG\|\ojloqG\iorh¡hqGs¨¡h^jlZ\^
,qG\\^

jlo¨¡Qoj©g·w\pﬂjlorqtpi
¢HjlZ\^]

 Qor]'w\] ibsrq

^
i´qt:jlZ\^iboruG]mqtor|\i
¢

i{¥¦^
srs

ijlZ\^'jlor]m^
qG\ikj

hjli
wpib^
| jlq |p^
ib
y
on=^,| jlZ\^jlo]m^¡
>y
o

jlorqG qGﬀjlZ\^

qGikjlikgQ
>
jlor

qtjl^,hjlo

sri
¤
/
^jlZ\o\£ jlZ

j


or]

q
y
j

hj'
qGhj
y
onpwQjlorqG)qGﬃqGw
y
¥¦q
y
£MoriﬀjlZ\^
>\
sro

jloqG)qG¦jlZ\^®jlZ\^
q
y
gMqtﬃ,qt]


j'q

^
y
jlq
y
i
or
½
ors¨n=^
y
jﬀi

,^jlq.jlZ\^
\y
qtnpsr^
]¾qG\^,w
y
s^
sr|\i´¥+ojlZjlZ\^m^
­=^

jﬀqG
py
q,¡Qor|\or\u¡G^
y
gibo]

sr^
]

jlZ\^,]

jlor

s

\ik¥¦^
y
i:jlqjlZp^+v7w\^,ikjloqG\i

ik£h^
|nVg]qV|\^,ssr^
y
iNorm\^,w
y
qGib
or^
\,^t¤:YﬃZ\ori
>\
sro

jloqG
]

g.\qtj&n=^´sror]ojl^
|jlqjlZ\^ﬀi

^
,o¨p´jlq

oﬀqGXjlZ\ori
>
^
y
¤
ÙóôUÙÝ
 
	
 ﬁﬀﬂﬃ 
"!$#%&ﬃ	'(#)	*+ ,

W1(t)
W2(t)
W3(t)
W4(t)
 
–4
–3
–2
–1
0
1
10 20 30 40 50 60

oruGw
y
^,Q§YﬃZ\^®j©¥¦q
qVq
y
|\or

jl^
iqGjlZp^®o

wQj
Iext(t)
or
Ω1

\|
Ω2
>y
^
y
^

sror¶

jloqG\i'qtﬃqGw
y
or\|\^

^
p|\^
hj
/
or^
\^
y&\y
qV
^
ibib^,i¸
W1

\|
W2
>y
^´or|\^
7jlo

sHjlqjlZ\qGib^ﬀibZ\qJ¥+opuGw
y
^'h¹¤
  ! ´
ﬀ- ".'  %.  ´#&
	

           # #
!     #   #
/
^pq>jl^ Mn×n jlZp^´ib^ﬂj+qG n× n y ^  sH]  j y o,^
i
¤ / ^ﬀ
qG\ibor|\^ y jlZ\^ﬀ]  j y o .\q y ].¢
‖M‖∞ = max
i
∑
j
|Mij |
/
^pq>jl^
Cn×n(Ω)
jlZ\^´ib^ﬂj+qG
qGhjlor7w\qGw\i+w\\
jloqG\i+
y
qt]
Ω
jlq Mn×n ¥+o¨jlZjlZ\^´oQ\o¨j©g\q y ]¤
YﬃZpoi+ori

_



Zi
@
,^ﬀq
y
jlZp^´\q
y
] or\|\w\,^
|nVg.jlZ\^´orQp\oj©g\q
y
] qG Mn×n ¤  ^
j M n=^  
^,s^,]m^
hj+qG
Cn×n(Ω)
¢Q¥¦^ﬀ\qtjl^

\||\^
p\^ ‖M‖n×n,∞  i
‖M‖n×n,∞ = sup
r∈Ω
max
i
∑
j
|Mij(r)| = max
i
sup
r∈Ω
∑
j
|Mij(r)|
/
^

sribq.\qtjl^
Cn(Ω)
jlZ\^ib^
jﬀqtN,qt7jlo7wpqtwpi´w\\ﬂjlorqG\i´
y
qG]
Ω
jlq
Rn
¥+ojlZ¯jlZ\^orQppo¨j©g¯\q
y
]¤
YﬃZpoi{oi

sribq

_



Zi


^'·q
y
jlZ\^'\q
y
]»or\|\w\,^
|n7gjlZ\^'orQp\oj©g\q
y
]»qG Rn ¤

^
j
x
n=^


^,s^,]m^
hj+qG
Cn(Ω)
¢\¥¦^´\qtjl^

p||p^ﬂp\^ ‖x‖n,∞  i
‖x‖n,∞ = sup
r∈Ω
max
i
|xi(r)| = max
i
sup
r∈Ω
|xi(r)|
ôô ÚﬃMpåﬂñJélñ
,C
'>% #+ 0
2 #  	ﬁﬃ #
V1(10,t)
V1(36,t)
 
–4
–2
0
2
4
5 10 15 20 25 30
t
V2(10,t)
V2(36,t)
 
–0.5
0
0.5
1
1.5
5 10 15 20 25 30
t
V1(63,t)
V1(90,t)
 
–12
–10
–8
–6
–4
–2
0
2
5 10 15 20 25 30
t
V2(63,t)
V2(90,t)
 
–1.4
–1.2
–1
–0.8
–0.6
–0.4
–0.2
0
5 10 15 20 25 30
t

oruGw
y
^Gt§YﬃZ\^mikgVpZ
y
qG\or¶

jlorqt)qtj©¥¦q\^,w
y
sE]

ibib^
ior
Ω1

\|j©¥¦q\^
w
y
s:]

ibib^,iﬀor
Ω2
¤
YﬃZp^or

w\j+oi+ibZ\qJ¥+or.utw
y
^m,Q¤:YﬃZ\^´
y
ikj+
qG]

qG\^
7jli
By
^ﬀibZ\qJ¥+qtjlZ\^´s^,èj,¢QjlZ\^´ib^,
qG\|qG
jlZp^
y
oruGZhj,¤
/
^

ibor]mos
>y
s¨g|p^ﬂp\^jlZp^\q
y
] ‖.‖n×n,∞ ¸ y ^
i  ¤ ‖.‖n,∞ ¹Eq y jlZ\^i @ ,^ Cn×n(Ω×Ω) ¸ y ^,i  ¤
Cn(Ω× Ω) ¹¤
/
^Z

¡h^´jlZ\^ﬀ·qGsrsqJ¥+or\u
NÀ
ﬂ«

  $ﬃ#0
x ∈ Cn(Ω)  M ∈ Cn×n(Ω) * #$1 $ﬃ#
‖M x‖n,∞ ≤ ‖M‖n×n,∞ ‖x‖n,∞
 
#"#5 +)#)	? * #$1 $ﬃ#
	@ﬃ	 	
r ∈ Ω
‖M(r) x(r)‖∞ ≤ ‖M(r)‖∞‖x(r)‖∞
 1# +)24# #+5%1	+ 1ﬃ	* 	
Ω× Ω 
+0# 	 Ω &

ﬂ	
¤

^ﬂj
y = M x
¢\¥¦^ﬀZ

¡h^
yi(r) =
∑
j
Mij(r)xj(r)
ÙóôUÙÝ
 
	
 ﬁﬀﬂﬃ 
"!$#%&ﬃ	'(#)	*+ ,
B
V1(10,t)
V1(36,t)
 
–5
0
5
10
15
10 20 30 40 50 60
t
V2(10,t)
V2(36,t)
 
0.2
0.4
0.6
0.8
1
1.2
1.4
0 10 20 30 40 50 60
t
V1(63,t)
V1(90,t)
 
–15
–10
–5
0
5
10 20 30 40 50 60
t
V2(63,t)
V2(90,t)
 
–0.5
0
0.5
1
10 20 30 40 50 60
t

oruGw
y
^'JV§EYﬃZ\^s

£®qtHikgQ\Z
y
qG\or¶

jloqGqG=j©¥¦q'\^
w
y
s@]

ibib^,ior
Ω1

p|®j©¥¦q'\^
w
y
s@]

ibib^,ior
Ω2
¤:YﬃZ\^o

wQj¦oiibZpq,¥+o®utw
y
^,Q¤:YﬃZ\^+
y
ikj¦
qG]

qG\^,hjli
>y
^+ibZpq,¥+qtjlZ\^s^,èj,¢hjlZ\^ib^,
qG\|
qG.jlZp^
y
orutZ7j,¤

\|jlZ\^
y
^,·q
y
^
|yi(r)| ≤
∑
j
|Mij(r)| |xj(r)| ≤
∑
j
|Mij(r)| ‖x(r)‖∞,
ibq\¢\j

£Vor\ujlZ\^
maxi
‖y(r)‖∞ ≤ ‖M(r)‖∞ ‖x(r)‖∞

y
qG] ¥+Z\oZjlZ\^
y
ikj+ikj

jl^,]^,hj+^

ibors¨g
qG]m^
i
¤
/
^

sribqm,qtpibo|\^
y
jlZp^
\y
qtn=^,\orw\i+\q
y
] qG Mn×n
‖M‖F =
√√√√ n∑
i,j=1
M2ij ,

\|
qG\ibor|\^
y
jlZ\^i

,^
L2n×n(Ω×Ω)
qG=jlZ\^{·w\pﬂjlorqtpi
y
qG]
Ω×Ω jlq Mn×n ¥+Zpqtib^ py qtn=^
\orw\i
pq
y
] orio
L2(Ω × Ω) ¤¯`© W ∈ L2n×n(Ω × Ω)
¥¦^\qtjl^ ‖W‖2F =
∫
Ω×Ω ‖W(r, r′)‖2F dr dr′
¤
ôô ÚﬃMpåﬂñJélñ
h
'>% #+ 0
2 #  	ﬁﬃ #
V1(10,t)
V1(20,t)
 
–1.5
–1
–0.5
0
0.5
1
1.5
2
10 20 30 40 50 60
t
V2(10,t)
V2(20,t)
 
–1.5
–1
–0.5
0
0.5
10 20 30 40 50 60
t
V1(50,t)
V1(60,t)
 
–4
–3
–2
–1
0
1
10 20 30 40 50 60
t
V2(50,t)
V2(60,t)
 
–3
–2.5
–2
–1.5
–1
–0.5
0
0.5
10 20 30 40 50 60
t

oruGw
y
^
,
§:YﬃZ\^{
qG\p^
ﬂjlo¡Qo¨j©g·wp\ﬂjlorqGi

jlorikp^
iﬃ,qtp|\o¨jlorqG¸kGB¹nwQjﬃ\qtjﬃ
qG\|\ojloqGM¸¬th¹

\|jlZ\^
q

^
y
jlq
y
gL ∗m
i

jlo¨^
iﬀjlZ\^®,qG\|\ojloqG)qGjlZ\^
q
y
^,] GV¤ÊV¢\qtjjlZ

jqGjlZp^
q
y
^
] 7¤ V¤.YﬃZ\^o

wQj'oi
srqV

srs¨g)Z\qG] qtuG^,\^
qGw\i
¢

io«utw
y
^¯Gt¤YﬃZ\^ibqGsrwQjlorqt oiikj

npsr^t¢En=^,

w\ib^qGﬃjlZ\^
q
y
^,] GV¤ 

\|

sr]mqtikj{srqV

ssgZ\qG]mqGut^,\^
qGw\i
¤ÊYﬃZ\^
y
ikj{
qG]

qG\^,hjli
By
^'ibZ\qJ¥+qGjlZ\^s^,èj,¢jlZ\^ib^

qG\|qGjlZ\^
y
oruGZhj,¤
ÙóôUÙÝ
 
	
 ﬁﬀﬂﬃ 
"!$#%&ﬃ	'(#)	*+
p

qtjl^.jlZ  jmjlZ\orimor]  sro^,imjlZ  j®^  Z ^,s^,]^,hj
wij , i, j = 1, · · · , n orimor L2(Ω × Ω) ¤ / ^\qtjl^
L2n(Ω)
jlZ\^ib^
j&qGilv7w >y ^ﬂª¬orhjl^
u y npsr^´] >\ or\uGi& y qG]
Ω
jlq
Rn
 p| ‖x‖n,2 = (
∑
j ‖xj‖22)1/2
jlZ\^
,q yby ^
i  qG\|\or\u®\q y ].¤ / ^´Z  ¡h^´jlZ\^´qGssrqJ¥+opu
NÀ ﬂ«
 
  $ﬃ#0
x ∈ L2n(Ω)

W ∈ L2n×n(Ω×Ω)
 * # # ,(#
y(r) =
∫
Ω
W(r, r′)x(r′) dr′
&
  + 
#  ﬃﬃ	 
+ * #)	 	F# , #5 	) ﬃ	?2 +07ﬃ	 	
r

y

+  
L2n(Ω)
 * #$1 $#
‖y‖n,2 ≤ ‖W‖F ‖x‖n,2.

ﬂ	
¤e7op
^m^  Z
wij
oiﬀor
L2(Ω × Ω) ¢ wij(r, .) oriﬀo L2(Ω) q y' s]mqGikj  ss r ¢UjlZ  \£Vi´jlq
 wQnpor\o i{jlZp^
q y ^
]¤e7q
wij(r, .)xj(.)
ori{orhjl^
u y npsr^·q y´ sr]qGikj  srs
r
 y qG]»¥+Z  j{¥¦^|\^
|pw\
^'jlZ  j
y
oriﬃ¥¦^,ssª¬|\^
p\^
|·q y sr]qGikj  ss
r
¤

^ﬂ Vjﬃ¥¦^ﬀZ  ¡h^
|yi(r)| ≤
∑
j
∣∣∣∣∫
Ω
wij(r, r
′)xj(r′) dr′
∣∣∣∣

\|«¸û°

wpZhgVªÜe7Zh¥
>y
¶B¹§
|yi(r)| ≤
∑
j
(∫
Ω
w2ij(r, r
′) dr′
)1/2
‖xj‖2,

y
qG] ¥+Z\^
y
^ﬀo¨j+qGssrqJ¥+iﬃjlZ

j'¸û°

w\ZhgVªÜe7Zh¥
>y
¶

u

orH¢p|\oib
y
^ﬂjl^´¡G^
y
iboqG@¹§
|yi(r)| ≤
∑
j
‖xj‖22
1/2 ∑
j
∫
Ω
w2ij(r, r
′) dr′
1/2 = ‖x‖n,2
∑
j
∫
Ω
w2ij(r, r
′) dr′
1/2 ,

y
qG] ¥+Z

j+o¨j+qGssrqJ¥+iﬃjlZ

j
y
ori&or
L2n(Ω)
¸jlZ

\£Vi

u

ojlq

wQnpor\o i+jlZ\^,q
y
^,]¹

\|
‖y‖2n,2 ≤ ‖x‖2n,2
∑
i,j
∫
Ω×Ω
w2ij(r, r
′) dr′ dr = ‖x‖2n,2 ‖W‖2F .

   	   #
    
   #   #
¼ w\ib^
w\s¡Qo^
¥

qGo7jjlZ

jﬀoi´w\ib^,|or¯jlZpoi
>y
jlo,s^moijlq
qG\ibor|\^
y
jlZ\^ikj

jl^¡h^,ﬂjlq
y
qG:jlZ\^\^,w
y
s
^
sr|

i

]
>\
or\uﬀ
y
qG]


srqGib^
|jlo]m^&ohjl^
y
¡

s
J

qGhj

opo\u´jlZ\^ﬃq
y
orutor®ohjlqﬀqG\^ﬃqGjlZ\^ﬃi

,^
i
|poib,w\ibib^
|®omjlZ\^
\y
^
¡QoqGw\i:ib^,ﬂjlorqGH¤
/
^&\qtjl^
C(J; Cn(Ω))
jlZ\^&ib^
j:qG@
qGhjlor7w\qGw\iN]
>\
or\uGi:
y
qG]
J
jlq´jlZp^+_



Z®i
@
,^
Cn(Ω)

\|
C(J; L2n(Ω))
jlZp^+ib^
jqtH
qGhjlor7w\qGw\i¦]
Bp
oputi
y
qG]
J
jlqﬀjlZ\^
½
orsn=^
y
j'¸4Z\^
\,^´_



Z@¹i
@
,^
L2n(Ω)
¢pib^
^t¢p^t¤ u\¤¢
6
B98¬¤
ôô ÚﬃMpåﬂñJélñ
7
'>% #+ 0
2 #  	ﬁﬃ #

              
         
/ ^uGo¡h^  ]m^
jlZ\qV|.jlqm
qG]  wQjl^jlZp^´\q y ]mi ‖g‖G  p| ‖g∗‖G⊥c
q y q  ^ y jlq y
g
qGjlZ\^´q y ]
g(x)(r) =
∫
Ω
W(r, r′) x(r′) dr′.
eVo\,^ G ¸ y ^
i  ^
ﬂjlo¡h^
sg G⊥c
¹ori|\^
pib^Mo jlZp^ ½ osn=^ y ji  
^
L2(Ω)
¸ y ^
i  ^
ﬂjlo¡h^
sg
L20(Ω)
¢jlZ\^
ibw\npi  
^&qG
L2(Ω)
qGw\\ﬂjlorqG\iE¥+o¨jlZ¶
^ y q]m^  =¹¢t¥¦^&Z  ¡h^ ‖g‖G  ‖g‖L2  \| ‖g∗‖G⊥c = ‖g∗‖L20
¤
/ ^,qG\ibo|p^ y jlZ\^´,qt]  
j+ib^
srèª  |>zkqGohjq  ^ y jlq y i
G = g∗g : L2 → L2
 \|
G⊥c = g
∗Pg : L20 → L20,
¥+Zp^ y ^ P ori&jlZ\^´q y jlZ\qGuGqG  s \y q>zk^

jloqGqG L20
¤ / ^´
qG]  wQjl^´jlZ\^ﬀ\q y ]mi&qGjlZp^j©¥¦qmib^,s·ª  |>zkqtorhj
 qtibojlo¡G^ﬀq  ^ y jlq y i
G
 \|
G⊥c
¢  p|w\ib^´jlZ\^ y ^
s  jlorqG\i
‖G‖L2 = ‖g‖2L2 ,

\|
‖G⊥c ‖L20 = ‖g∗P∗Pg‖L20 = ‖g∗P∗‖2L20 = ‖g
∗‖2L20 .

^ﬂj
T
n=^

,qt]


jib^
srèª

|>zkqGo7j

qtibojlo¡G^¦q

^
y
jlq
y
qt
½
osn=^
y
ji

,^ H ¤`ûjlis >y ut^,ikj^
oruG^
h¡  sw\^
ori
λ = ‖T‖H ¤  ^ﬂj x ∈ H ¤:`© x /∈ Ker(λId− T )⊥ ¢\jlZ\^,H¢  
,q y |po\ujlq\¢p^t¤ uQ¤r¢ 6 ﬂ82¢
lim
n→∞ ‖T
nx‖H/‖Tn−1x‖H = λ.
YﬃZpoi]m^
jlZ\qV|

n=^
>\
sror^
|'jlq
gLm

p|
hLm
¢

\|uG^
p^
y
sor¶
^,|jlq+jlZ\^¦
qG]

wQj

jlorqt'qG\jlZ\^ ‖.‖GP ⊥c
pq
y
]¤
 
	ﬂ	«# .,-=#&#$ -X	
%ﬂ-
`© jlZpoi
Bp
^
\|po¨ =¢¥¦^,qt]

sr^ﬂjl^jlZ\^
\y
qVqt{qG
\y
q

qGibojloqG ¸
,
¤ 7¹n7g 
qG]

wQjlor\ujlZp^,qG\ikj

hj
τ > 0
ibw\ZjlZ

jq
y{
hgor\ojlo

s
qG\|\ojloqG
(t0,V0) ∈ R × F ¢jlZp^ﬀ^
 Vorikjl^
p
^  p|w\\oèvhwp^
\^,ibiqG
jlZp^ibqGsrwQjlorqt
V
ori&uGw
>y
hjl^
^,|qGjlZ\^´,sqGib^
|ohjl^
y
¡

s
[t0 − τ, t0 + τ ] ¤
/
^
y
^,·^
y
jlq
6
8

\|^
 

sqGoj&jlZ\^

À7Ä

À


>#) F 5#@;0 + "#@ c > 0 & (#@5+5 # 1#$
3ﬃ	$ﬃﬃ	?%# "	ﬁ#02 {
V′(t) = f(t,V(t))
V(t0) = V0
	) |t− t0| < c *(1#05# V0 
+$ #)	*#24# 	 F  f : [t0 − c, t0 + c]×F → F  + 
%%&+ &
 #)
b > 0
& (#J#-,(#41#+)#
Qb,c ≡ {(t,X) ∈ R × F , |t − t0| ≤ c and ‖X −V0‖ ≤ b} &
ÙóôUÙÝ
 
	
 ﬁﬀﬂﬃ 
"!$#%&ﬃ	'(#)	*+

,
 +5+5%&2 #41# 	%1)
f : Qb,c → F  +45
3%%&+ %1 	)02	 F "+)0 ﬀJ5 %%1+ *(
5#0+ "#5) 4+ +)#55   ﬃ%&2 #0   #
‖f(t,X)− f(t,Y)‖ ≤ Kb,c‖X−Y‖,
*(1##
Kb,c
 +  +0 
# "##0 	
t
&
 #)
Mb,c = supQb,c ‖f(t,X)‖

τb,c = min{b/Mb,c, c} &
 1#0 1#;  ﬃ	 $ﬃ	%# "	ﬁ#02 1+  %13 %#$
%%&+0	?4  ##)	*#;+)ﬃ	?%3 
V(.)
# , #5
 1# 
#0 $ﬃﬃ	
[t0 − τb,c, t0 + τb,c] &
`©qGw y   ib^G¢
f = fv
 \|  ssjlZ\^mZhg  qtjlZ\^
ib^,iqGNjlZ\^jlZ\^
q y ^
]±Z\qGsr|H¢UjlZ  Q£Qijlq \y q  qGibojloqG
,
¤   p|.jlZp^´Zhg  qtjlZ\^,ib^
i&qG py q  qtibojlorqt
,
¤ Q¢p¥+o¨jlZ
Kb,c = ‖L‖∞ + |Ω|DSm sup
|t−t0|≤c
‖W(·, ·, t)‖n×n,∞,
¥+Zp^ y ^jlZp^
sup
oriﬃ¥¦^,ssU|\^ﬂ\^
|«¸4
qGhjlor7w\qGw\i·w\pﬂjlorqtqt  
qG]  ﬂj+|pqt]  or@¹¤
/
^Z

¡h^
Mb,c ≤ ‖L‖∞ (‖V0‖n,∞ + b) + |Ω|SmW + I,
¥+Zp^
y
^
W = sup|t−t0|≤c ‖W(·, ·, t)‖n×n,∞

\|
I = sup|t−t0|≤c ‖Iext(·, t)‖n,∞
¤
eVq
b/Mb,c ≥ 1‖L‖∞ + ‖L‖∞ ‖V0‖n,∞+|Ω|SmW+Ib
.
½
^,\
^G¢\·q
y
c ≥ 12‖L‖∞

\|
b
nporum^
pqtwputZU¢\¥¦^´Z

¡h^
τb,c ≥ 12‖L‖∞

\|¥¦^´

ib^ﬂj
τ = 12‖L‖∞
¤
¼ ibor]mos
>y+\y
qVqG
>\
sror^
i&jlqjlZp^´

ib^
f = fa

\|jlZ\^´qG\^ﬀqG
\y
q

qGibo¨jlorqGV¤
,
¤
 
# >#&#&#+-
6
8´^,\|

srs¼ﬃjb£Vor\ibqG

\|
/
^
or]mo
½
H¤
>1#5#) 5ﬃ	! %124#0 5ﬃ	  ﬃ	+5
+
¤´e
\y
or\uG^
y
ª AN^
y
s

u\¢
tGQt¤
6
98 ¤
x
¤_¦w\ VZpq7^
¡h^
|\^,

\| E«¤

¤E°

i

\qJ¡

¤YﬃZ\^]mor\or
qGswp] Zhg

qtjlZ\^,iboi'or«\^
w
y
qGib,o^,\
^G¤
 

¢UJDGV§?B
,
G1BﬃGQt¢@>GhV¤
6?,
8

¤E«¤=°Z

srw
®
\|Ł\¤¨e¤
/
^
y
\^
y
¢p^,|\ojlq
y
i
¤
>1# $ 
+5%ﬃ	 #%&+) #5#0+
¤LE`ÜY
x:y
^
ibi
¢@tGtQ¤
6
ﬃ8Y¤
x
¤ﬃ°Z\^


\| e¤ `¤N¼{]
>y
o4¤ K: 

qtp^
hjlo

s&,qt7¡G^
y
uG^
\,^qG{|p^
s

gh^,|*|QgQ

]mo

sikgVikjl^,]mi
¤
!$#0%1ﬃ	 L2"%3ﬃ 
¢X
,
§ GVQ
,
G7¢@tGQt¤
6
G98ehjl^

Z\^
 °qVqG]n=^
i
¤
/«
¡h^
i
¢:nw\]

i
¢

p|

jbjl^
y
pior \^,w
y
s¦p^
sr|\ijlZ\^,q
y
o^,i
¤
  ﬃ	* 5ﬃ	
F=5#00#) +
¢B
,
¸¬G¹§BQ,CV¢tGGV¤
6
98
x
¤ 

g



\|

¤

¤V¼n\n=qtjbj,¤
>1#5#) 5ﬃ	3!$#%&+) #5#

L2"%3ﬃ ﬃ	 
 
ﬃ1#24ﬃ 
ﬃ	
 
9#	?
   	 !$#%&ﬃ	  ﬃ+0#02+
¤ E`ÜY
x:y
^
ibi
¢@tG\t¤
ôô ÚﬃMpåﬂñJélñ
G
'>% #+ 0
2 #  	ﬁﬃ #
6
ﬂ8ŁG^   ´o^,w\|\qG\\}G¤
'>%1ﬃ+ 	
 
ﬂ#0  ﬃ	?ﬃ+5 +
¤:¼&  |p^
]mo x:y ^
ibi
¢XﬂBGtV¤
6
C98ﬀ_ >y | K y ]^,hj y qGwQj,¤

^
w y s:\^ﬂj©¥¦q y £Qi  ii  jloqtª2jl^,]  q y s @ jbjl^ y Qª¬q y ]mor\uikgQikjl^
]mi
¤ 
# 
"+$

5  5#0+5+  

ﬃ+5 +
¢Qt§
,
G
,
7
,
Q¢XﬂBDBDC7¤
6
B98

¤¨°¤ K:¡  pi
¤ 
 ﬃ	   #05#0ﬃ	 %ﬃ+
¢H¡hqGswp]^ BqG
7%ﬃ#@ % #+@ 
 
ﬃ1# 
2 ﬃ +
¤&ﬂBDBﬃCV¤
6
,8¤ @ \u  p| Y¤ '¤ ﬀop  o|U¤ ehj  nporsro¨j©g    sgQiboi®qG{|QgQ  ]mo  s&\^,w y s&\^ﬂj©¥¦q y £Qi
¤ 

3+)3+ "!$#%&ﬃ	! #)-* 
	ﬂ+
¢HV¸4V¹§BDBt@,GGV¢tzÜwps:ﬂBﬃBGV¤
6
G8ehjl^,  \qGiJK+¤  qGsro  i  p| xE wpsﬀ°¤¦_ y ^
ibibsrqt­¤ _ y ^  jlZ\or\u  w\sib^,i.or   ^
 V,o¨j  jlq y g*\^,w y s
\^
j©¥¦q y £=¤
 


 
%10ﬃ	F  "'"	?#5 2 5ﬃ	 +0#2@+
¢
,
¸
,
¹§
,
C7h7h¢@tG>\¤
6
J98 / ¤ Ł\¤ \y ^,^
]  H¤ E  ibi  ﬂjlorqGojlZ\^ﬀ\^ y ¡hqGw\i+ikgQikjl^
]¤
 5#02 

#+5+ !$# *
	
¢XﬂBGﬃGV¤
6

,
8 / ¤ {^ y ikjl\^ y \| / ¤E«¤ ´orikjlsr^ y ¤LE  jlZ\^,]  jlor  sU·q y ]'w\s  jloqG\iqGZp^ﬂn\npo  sr^ >y \or\u\¤
   
	*  ﬃﬃ	 F=5#00#) +
¢Ch7§ ht hpﬂGV¢@tGGV¤
6

ﬃ8

¤ 
y
o]n=^
y
j

\| a'¤
@
w\uG^
y
i
¤²_ﬃow
y


jlorqG



sgQiboiqG´Ł

\ib^
  i\^,w
y
s]

ibi]mqV|\^,s4¤
!$#0%1ﬃ	 L2"%3ﬃ 
¢X C\¸kJh¹§
,
G 
,
hDCV¢ ^,
^,]ﬀnH^
y
tGhV¤
6
ﬂG98ehjl^,


½
^
wpibs^
y´
\|
/
qGsr·u

\uJE
t
ibi
¤ﬀ¼ikj

jloikjlor

s



sgQiboiqG:op·q
y
]

jloqGQª
\y
qV,^
ibibor\u
\y
q

^
y
jlo^,iqGps

]mor

ª¬i

^
,o¨¦
q
y
jlor

sV]or
y
qV,o
y
,w\o¨jli]mqV|\^
sri
¤
L#05# ﬃ	  # .
¢pBh§è
=B @JGV¢
z

>G77¤
6
J98Ł\¤Ł\¤
½
q

^
sr|H¤

^,w
y
qG\i&¥+o¨jlZu
y
|\^
|
y
^
i

qtpib^ﬀZ

¡G^ﬀ,qGssr^

jlo¨¡h^´,qG]

wQj

jloqG

s
\y
q

^
y
jlo^,i
sro¨£h^&jlZ\qGib^+qGj©¥¦qtª¬ikj

jl^+\^
w
y
qG\i
¤

ﬂ5#5#5   ﬃ+ 	 1# !$ﬃ ﬃ	  5#2@ 	   0#5#+  
¢
CQh¸k
7¹§
,
DCDC
,
DBGV¢UﬂBDCB\¤
6
Bﬂ8ﬀ_ﬃ^

½
¤pŁ

\ib^


\|Ao\,^
hj '¤
~
o¨j,¤(KNs^,ﬂj
y
qV^
p
^

Z

sqGu
y
]

\|.¡Qoribw

sH^
¡hq>£h^,|

qtjl^,hjlo

s
uG^
\^
y
jloqG'or

]

jlZ\^,]

jlor

sV]mq7|p^
sVqG\,qGw

sr^
|
q
y
jlor

sV
qGsrw\]m\i
¤
 ﬃ	*  ﬃﬃ	 F=5#00#) +
¢

,
§
,
Gh 
,
GV¢UﬂBDBDGV¤
6
ﬂC98 K+¤
~
¤ 

\|p^
s2¢=Ł\¤
½
¤He7Zh¥
>y
jl¶t¢

\|Y¤ E«¤=ŁG^
ibib^
s2¤

0  "	ﬁ#0+@	 !$#0%1ﬃ	   0#5#
¤ E 
y
¥&ª
½
orss2¢\tjlZ^,|\ojloqGH¢@tGGQ¤
6
ﬂB98

¤
½
¤

q

^,i¦|

e7ors¡

¢Q¼'¤
½
q7^
£Qi
¢

\|

¤
½
¤^
jbjl^
y
n=^
y
u\¤FEqV|\^
s=qGUn
y
or
y
Z7g7jlZp]or

ﬂjlo¡Qo¨j©gh¤

5#0#	
¢ GV§ h 
,
7¢UﬂBhB\¤
6
t8

¤
½
¤

q

^
iN|

e7ors¨¡

¢7¼'¤t¡


~
qtjbjl^
y
|

]¢
x
¤G_
By
jli
¢=K+¤t¡


½
^,w\ib|\^,H¢

\|
/
¤h_¦w
yby
¤EqV|\^
s
qGp\^
w
y
qG

s

q

w\s

jlorqG\i
¤BjlZp^Nn

ibor]m^,Z

\orib] qG
y
ZhgVjlZ\]mo,o¨j©gh¤
 
&  &  0#0  & ' &  * 
 #5+ 

5  5#0+5+;
 
 #+)#50 	?+)# $ #0   2+0#052
¢p=G7§ DCQ 
,
CV¢UﬂBht7¤
6
Q8´oghqtjlqtibZpo1E

jlibw\qt£

¤=ehj

nporsoj©g
qG\|\ojlorqtpiE·q
y
pqtpsor\^
>y
,qt7jlo7wpqtwpiE\^,w
y
sQ\^ﬂj©¥¦q
y
£Qi¥+ojlZ

ikgQ]]m^
j
y
oﬀ
qG\\^,ﬂjlorqt¥¦^
orutZ7jli
¤
!$#%&ﬃ	!$#)-* 
	 +
¢GV§ =BﬃG1GtGV¢ BDBGV¤
ÙóôUÙÝ
 
	
 ﬁﬀﬂﬃ 
"!$#%&ﬃ	'(#)	*+
=G
6
G98 A¤ _{¤ EqGw\7jl  ikjls^G¤$E¯q7|  sroj©g  p|¯jlq  qtu y> Z\or \y q  ^ y jlo^,iqGNibo\uGsr^m\^
w y qG\i´qGN  j  iibqtª
]  jlqtib^,\ibq y g.,q y jl^
 =¤ 
%&0ﬃ	 	 !$#0%1 "ﬃ+ﬃ	*  ﬃ
¢tQ§ hC7
,
\¢X BDGh7¤
6

,
8 A¤ _{¤ E¯qtwphjl  ikjlsr^t¤YﬃZp^m
qGsrw\]m >y q y u  \or¶  jloqGMqGjlZ\^mp^
qV
q y jl^ﬂ =¤
  
¢JtV§¨>\ \tGV¢
ﬂBDBG7¤
6
>ﬃ8 ¤¨°¤ x Z  ]  \|)Ł\¤ÊŁ\¤ K+¤e7srqtjlo\^G¤®ehj  nps^m
qG\
w yby ^
hjﬀikgQ\Z y qtpo¶  jlorqGorM|QgQ  ]orikgQikjl^
]
\^
j©¥¦q y £Qi
¤
!$#%&ﬃ	!$#)-* 
	 +
¢=tp¸kJ¹¢tG77¤
6
DG98 ¤ x orhjlq\¢ ~ ¤Ł  l£QibqGH¢  p|°¤ K+¤ /« gQ\^t¤(K: Qoikjl^,\
^  \|ikj  nporsoj©gqGj y ¡h^,sor\u  wpsib^,i&or 

qGhjlor7w\qGw\i\^
w y qG  sUp^ﬂj©¥¦q y £=¤
 


 
&(	 "'"	 & &> ﬃ+5 &
¢pQ§BDG> 1BDC>\¢@ttGV¤
6
G98 ¤ÊŁ\¤ x o7jlq  \| '¤ _¤K y ]m^
7j y qtw\j,¤¦e  jlo  srs¨gikj y w\ﬂjlw y ^
|  ﬂjlo¡Qo¨j©g.orikgV B jlo  srsg,qGw  sr^
|
\^,w y qG  sp\^
j©¥¦q y £Qi
§ﬃt¤hj y ¡h^,sor\u y qGhjli  \|  w\srib^
i
¤
 


  
&>	 "'"	 &
 
ﬃ &
¢QG7§ th QGDGV¢
tGQt¤
6
hﬂ8ﬀ¼{sr^ﬂ  E«¤YﬃZ\qG]mibqG  \|¼'¤ x ^ﬂjl^ y _  \\orikjl^ y ¤N`©hjl^ y s  ]mor >y 
qG\\^,ﬂjlorqG\i&orjlZp^´\^,q7,q y jl^ﬂ =¤
 ##ﬂ05ﬃ	 L# .
¢
,
§G
\¢Ł

7w
>y
g>G
,
¤
6
DC98ﬀ¼'¤X¡


~
qtjbjl^
y
|

]¢

¤
½
¤

q

^,i|

e7ors¡

¢:Ł\¤X¡

«|\^, KN\|p^t¢ E«¤ ¼'¤ Aor^
y
uG^ﬂ¡h^
y
¢

\| ¼'¤ Ł\¤
½
^
y
]

\i
¤@¼ ]mqV|\^
s\qGjlZ\^ﬃi
@
jlo

s¨ª2jl^,]

q
y
spZ
>y
ﬂjl^
y
oikjlor
iEqGjlZ\^

s

Z
{y
Z7g7jlZp].¤
 %1	 	ﬁ#

	
 
ﬃ1#2 ﬃ 5ﬃ	   ﬃ	ﬁ  
¢pt¸¬h¹§ ﬃC
,

,
DGV¢XﬂBﬃCGV¤
ôô ÚﬃMpåﬂñJélñ
7
'>% #+ 0
2 #  	ﬁﬃ #

#&-
 
ﬃ J Ä Å 
t  ·Äﬃ 
  
À  Ä Å À #

V¤r YﬃZp^ﬀsqV  sU]mq7|p^
sri ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤ G
V¤èt¤r YﬃZ\^¡hqGs¨j  uG^ﬂª2n  ib^,|]qV|\^,s ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤ 
V¤èt¤Ê YﬃZ\^  ﬂjlo¡Qo¨j©gVª2n  ib^,|]mq7|p^
s ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤ 
V¤Ê

^,w y s=^
sr|\i&]mqV|\^,si ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤ 
  ﬂ À ﬃ  À  ﬃ Å 
 ﬃ   
 À ﬃXÀ , Ä	 ) Ä #
U  Äﬃ
 
,
¤r {^
p^ y sHibqGsrwQjlorqt±¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤ B
,
¤Ê ½ qG]mqtuG^,\^
qGw\i&ibqGsrwQjloqG«¤ﬀ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤³G
,
¤
,
eVqt]m^ y ^,] >y £Qi  nHqtw\j&jlZ\^´  ib^
Ω = Rq
¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤³J

 

J  #   Á«Ä	 

À  À ﬃXÀ J #¦ Ä #
U  Äﬃ
 
\¤r YﬃZp^ﬀut^,\^
y
sU

ib^ ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤³
,
\¤Ê YﬃZp^ﬀ
qGh¡hqGswQjlorqG

ib^«¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤³B
\¤ V¤r {^
\^
y
s
Ω
¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤³B
\¤ V¤Ê
Ω
oi

o7jl^
y
¡

s®¤ﬀ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤³ﬂC


J
 
#
 

Á«Ä	


À

Ä

Ä

À ﬃXÀ7Ä

X
Ä
#
U
 ·Äﬃ

GV¤r YﬃZp^ﬀut^,\^
y
sU

ib^ ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤³ﬂB
GV¤Ê YﬃZp^ﬀ
qGh¡hqGswQjlorqG

ib^
i ¤ﬀ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤¾G
GV¤ V¤r {^
\^
y
s
Ω
¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤¾
,
GV¤ V¤Ê
Ω
oi

o7jl^
y
¡

s®¤ﬀ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤¾
,
 
=
À ﬃ
Å
 ﬃ
)

À


À7Ä

Á
 

V¤r K: Qorikjl^
\,^

\|w\\oèv7w\^
\^,ibi&qG

ibqGsrwQjloqG ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤¾>
V¤Ê

qV

ssg.Z\qG]mqtuG^,\^
qGw\i+ibqGswQjlorqG\i

\|.jlZp^
o
y
ikj

nosro¨j©g ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤¾DG



À

 
G #
À
H 


#
À

  
7¤r YﬃZp^ﬀ
qGh¡hqGswQjlorqG

ib^«¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤¾h
7¤Ê
½
qG]mqGuG^
\^,qtwpi&ibqGsrwQjloqG\i¤ﬀ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤
,

7¤
, 
qV

ssg.Z\qG]mqtuG^,\^
qGw\i+ibqGswQjlorqG\i ¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤
,D,
  
Äﬃ
$#
X
 Äﬃ




Ä
JQ
 ·Äﬃ

ﬃ
Å X @
Ä


ﬃ
Å \
À

 
 # 

¼'¤r E

j
y
o .\q
y
]mi

\|i


^,i&qG·wp\ﬂjlorqG\i ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤
,

¼'¤Ê _



Zi

,^ﬂª2¡

srw\^
|w\\
jloqG\i ¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤ p
¼'¤
,
°qG]

wQj

jlorqGqGq

^
y
jlq
y
\q
y
]mim¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤ﬀ¤´¤ﬀ¤´¤´¤ﬀ¤ 7


#
Ä
 #
À

 
ﬂ
À ﬃ

ÀÄ	

Ä
#
H
 ·Äﬃ


  
ÙóôUÙÝ
Unité de recherche INRIA Sophia Antipolis
2004, route des Lucioles - BP 93 - 06902 Sophia Antipolis Cedex (France)
Unité de recherche INRIA Futurs : Parc Club Orsay Université - ZAC des Vignes
4, rue Jacques Monod - 91893 ORSAY Cedex (France)
Unité de recherche INRIA Lorraine : LORIA, Technopôle de Nancy-Brabois - Campus scientifique
615, rue du Jardin Botanique - BP 101 - 54602 Villers-lès-Nancy Cedex (France)
Unité de recherche INRIA Rennes : IRISA, Campus universitaire de Beaulieu - 35042 Rennes Cedex (France)
Unité de recherche INRIA Rhône-Alpes : 655, avenue de l’Europe - 38334 Montbonnot Saint-Ismier (France)
Unité de recherche INRIA Rocquencourt : Domaine de Voluceau - Rocquencourt - BP 105 - 78153 Le Chesnay Cedex (France)
Éditeur
INRIA - Domaine de Voluceau - Rocquencourt, BP 105 - 78153 Le Chesnay Cedex (France)
 	
  
ISSN 0249-6399
